
8. Êâàäðàòè÷íîå óêëîíåíèå è ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

Ïóñòü f(x) çàäàíà íà îòðåçêå [a, b] è èíòåãðèðóåìà ñ êâàäðàòîì.
Ðàññìîòðèì íà îòðåçêå [a, b] îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé ñ èíòå-

ãðèðóåìûì êâàäðàòîì

ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x), . . .

Ñîñòàâèì ìíîãî÷ëåí n�ãî ïîðÿäêà ïî ýòîé ñèñòåìå:

σn(x) = γ0ϕ0(x) + γ1ϕ1(x) + · · ·+ γnϕn(x), (1)

ãäå γ0, γ1, . . . , γn � ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû.
Âñå ôóíêöèè ϕn(x) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðà-

òîì, ïîýòîìó è ìíîãî÷ëåí σn(x), è ðàçíîñòè f(x)−σn(x) (n = 0, 1, . . . , n)

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì.
Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

δn =

b∫

a

(f(x)− σn(x))2dx, (2)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü êâàäðàòè÷íûì óêëîíåíèåì ìíîãî÷ëåíà σn(x)

îò ôóíêöèè f(x).
Äàííàÿ ìåðà óêëîíåíèÿ ìíîãî÷ëåíà σn(x) îò ôóíêöèè ïîçâîëÿåò èñ-

ñëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó: ïðèäàííîì n âûáðàòü êîýôôèöèåíòû γ0, γ1, . . . , γn

òàê, ÷òîáû êâàäðàòè÷íîå óêëîíåíèå σn áûëî íàèìåíüøèì.
Èç (2) ñëåäóåò:

δn =

b∫

a

f 2(x)dx− 2

b∫

a

f(x)σn(x)dx +

b∫

a

σ2
n(x)dx. (3)
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Â ñèëó (1)
b∫

a

f(x)σn(x)dx =

b∫

a

f(x)
n∑

k=0

γkϕk(x)dx =
n∑

k=0

γk

b∫

a

f(x)ϕk(x)dx.

Íî ñîãëàñíî ôîðìóëàì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå
ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x), . . . èìååì

b∫

a

f(x)ϕk(x)dx = ck

b∫

a

ϕ2
k(x)dx = ck‖ϕk‖2 (n = 0, 1, 2, . . . ),

ãäå ck � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x), è ïîýòîìó
b∫

a

f(x)σn(x)dx =
n∑

k=0

γkck‖ϕk‖2. (4)

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë
b∫

a

σ2
n(x)dx =

b∫

a

(
n∑

k=0

γkϕk(x)

)2

dx =

=

b∫

a




n∑

k=0

γ2
kϕ

2
k(x) +

∑

p6=q

γpγqϕp(x)ϕq(x)


 dx =

=
n∑

k=0

γ2
k

b∫

a

ϕ2
k(x)dx +

∑

p6=q

γpγq

b∫

a

ϕp(x)ϕq(x)dx.

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x), . . . ïî-
ñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

b∫

a

σ2
n(x)dx =

n∑

k=0

γ2
k‖ϕk‖2. (5)

(4) è (5) ïîäñòàâëÿåì â (3). Ïîëó÷èì:

δn =

2∫

a

f 2(x)dx− 2
n∑

k=0

γkck‖ϕk‖2 +
n∑

k=0

γ2
k‖ϕk‖2 =
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=

2∫

a

f 2(x)dx +
n∑

k=0

(ck − γk)
2‖ϕk‖2 −

n∑

k=0

c2
k‖ϕk‖2.

Çäåñü
b∫
a

f 2(x)dx = const (òàê êàê f(x) � ôóíêöèÿ ñ èíòåãðèðóåìûì

êâàäðàòîì),
n∑

k=0
c2
k‖ϕk‖2 = const (íå çàâèñÿò îò γ0, γ1, . . . , γn), ïîýòîìó

âåëè÷èíà σn áóäåò ìèíèìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
n∑

k=0

(ck − γk)
2‖ϕk‖2 = 0.

À ýòî ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì

γk = ck (k = 0, 1, 2, . . . , n).

Èòàê, êâàäðàòè÷íîå óêëîíåíèå áóäåò ìèíèìàëüíûì â òîì ñëó÷àå,
êîãäà êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà σn(x) ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôó-
ðüå. (Ïîýòîìó âìåñòî ìíîãî÷ëåíà σn(x) â (2) ìîæíî âçÿòü ÷àñòè÷íóþ
ñóììó ðÿäà Ôóðüå ïî äàííîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå. Â ýòîì ñëó÷àå ïî-
ëó÷àåòñÿ ìèíèìàëüíîå êâàäðàòè÷íîå óêëîíåíèå ∆n.)

Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå óêëîíåíèå

∆n =

b∫

a

[
f(x)−

n∑

k=0

ckϕk(x)

]2

dx =

b∫

a

f 2(x)dx−
n∑

k=0

c2
k‖ϕk‖2. (6)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ðîñòîì n ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå äàþò áîëåå
òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f(x) ñðåäè âñåõ îáîáùåííûõ ïîëèíîìîâ ïî
äàííîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé (çà ìåðó ïîãðåøíîñòè ïðèíÿòî
êâàäðàòè÷íîå óêëîíåíèå).

Ïîëó÷èì òåïåðü âàæíîå äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáùèõ ðÿäîâ Ôóðüå íåðà-
âåíñòâî Áåññåëÿ.

Òàê êàê ∆n > 0, òî èç (6) ñëåäóåò, ÷òî
b∫

a

f 2(x)dx >
n∑

k=0

c2
k‖ϕk‖2.
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â ýòîì íåðàâåíñòâî n � ïðîèçâîëüíî. Ñóììà ñïðàâà ñ ðîñòîì n ìîæåò
òîëüêî âîçðàñòàòü. Òàê êàê èíòåãðàë ñëåâà ðàâåí êîíå÷íîìó ÷èñëó, òî
ýòà ñóììà îãðàíè÷íà è ïðè n → ∞ èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë. Ïîëó÷àåì,
÷òî ðÿä

∞∑

k=0

c2
k‖ϕk‖2

ñõîäèòñÿ è
b∫

a

f 2(x)dx >
∞∑

k=0

c2
k‖ϕk‖2. (7)

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Áåññåëÿ.
Òàê êàê ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ, òî (âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ñõîäèìîñòè)
lim
n→∞

cn‖ϕn‖ = 0. (8)

Åñëè ñèñòåìà ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x), . . . áûëà íîðìèðîâàííîé,
òî ‖ϕn‖ = 1 äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . . . Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ
ïðèíèìàåò âèä

b∫

a

f 2(x)dx >
∞∑

k=0

c2
k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä èç êâàäðàòîâ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå îêàçûâàåòñÿ
ñõîäÿùèìñÿ è lim

n→∞
cn = 0, ò.å. êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ

ïðè n →∞.
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