
7. Ôóíêöèè ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì (íà êîíå÷-
íîì ïðîìåæóòêå)

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ àáñîëþòíî èíòåãðè-
ðóåìûõ íà êîíå÷íûõ ïðîìåæóòêàõ äëèíû ïåðèîäà ôóíêöèé. Ñðåäè íèõ
ìîæíî âûäåëèòü øèðîêèé ïîäêëàññ òàê íàçûâàåìûõ ôóíêöèé ñ èíòå-
ãðèðóåìûì êâàäðàòîì, ðÿäû Ôóðüå äëÿ êîòîðûõ îáëàäàþò íåêîòîðûìè
çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g(x), çàäàííàÿ íà îòðåçêå [a, b], åñòü
ôóíêöèÿ ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì, åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êè a = x0 <

x1 < · · · < xk = b òàêèå, ÷òî:
1) íà êàæäîì îòðåçêå [α, β] ⊂ (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , k, ôóíêöèÿ g(x)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â ñîáñòâåííîì ñìûñëå Ðèìàíà;
2) êàæäûé èíòåãðàë

xi∫
xi−1

g2(x)dx (i = 1, 2, . . . , k) ñõîäèòñÿ.

Âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ èíòåãðèðóåìàÿ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì. À äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé ýòî íå âñåãäà òàê. Íàïðèìåð, èíòåãðàë

1∫
0

dx√
x
ñõîäèòñÿ, à èíòå-

ãðàë
1∫
0

dx
x óæå ðàñõîäèòñÿ.

Äàëåå âàæíóþ ðîëü áóäåò èãðàòü òàê íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî, âåðíîå äëÿ ëþáûõ äâóõ èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà
äàííîì îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé f(x) è g(x). Ðå÷ü èäåò î ñëåäóþùåì íåðà-
âåíñòâå:

b∫

a

|f(x)g(x)|dx 6

√√√√√
b∫

a

f 2(x)dx ·

√√√√√
b∫

a

g2(x)dx.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì x ∈ [a, b] äëÿ ëþáûõ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë |f(x)| è |g(x)| âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)g(x)| 6 1

2(f
2(x) +

g2(x)).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ |f(x)g(x)| èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. (Åñ-
ëè èòíåãðàë

∫ b

a |f(x)g(x)|dx � íåñîáñòâåííûé, òî ýòî ñëåäóåò èç ïðèçíà-
êà ñðàâíåíèÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, åñëè æå èíòåãðàë
îïðåäåäåëåííûé, òî � èç ñâîéñòâ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.)

Ïóñòü λ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà
b∫

a

(|f(x)|+λ|g(x)|)2dx =

b∫

a

f 2(x)dx+2λ

b∫

a

|f(x)g(x)|dx+λ2

b∫

a

g2(x)dx > 0.

Îáîçíà÷èì
b∫
a

f 2(x)dx = A,
b∫
a

|f(x)g(x)|dx = B,
b∫
a

g2(x)dx = C.

Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî A + 2Bλ + Cλ2 > 0 ïðè ëþáîì λ.
Çíà÷èò, êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí A+2Bλ+Cλ2 íå ìîæåò èìåòü ðàçëè÷-

íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Ïîýòîìó åãî äèñêðèìèíàíò D = B2−AC 6
0 èëè B2 6 AC.

Ïîäñòàâèâ âìåñòî A,B, C ñâîè çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåí-
ñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

Çàìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èìååì: ñóììà ëþ-
áîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì.
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