
6. Ðÿäû Ôóðüå ïî îáùèì îðòîíîðìèðîâàííûì ñèñòå-
ìàì ôóíêöèé

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå íåïðå-
ðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé

ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x), . . . , (1)

òî åñòü âñþäó íà [a, b] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) = c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + · · ·+ cnϕn(x) + . . . , (2)

ãäå c0, c1, . . . , cn, . . . � ïîñòîÿííûå.
Óìíîæèì ðÿä (2) íà ôóíêöèþ ϕn(x), ïîëó÷èì

f(x)ϕn(x) = c0ϕ0(x)ϕn(x) + c1ϕ1(x)ϕn(x) + c2ϕ2(x)ϕn(x) + . . .

+cnϕ
2
n(x) + cn+1ϕn+1(x)ϕn(x) + . . . (n = 0, 1, 2, . . . )

(3)

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (3) åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòå-
ãðèðîâàòü ïî îòðåçêó [a, b].

Òàê êàê ñèñòåìà (1) îðòîãîíàëüíà, ïîëó÷èì:
b∫

a

f(x)ϕn(x)dx = cn

b∫

a

ϕ2
n(x)dx (n = 0, 1, 2, . . . )

(Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû (1), âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìû áóäóò ðàâ-
íû íóëþ.)

Îòñþäà

cn =

∫ b

a f(x)ϕn(x)dx∫ b

a ϕ2
n(x)dx

=

∫ b

a f(x)ϕn(x)dx

‖ϕn‖2 (n = 0, 1, 2, . . . ). (4)

Êîýôôèöèåíòû, âû÷èñëÿåìûå ïî ôîðìóëàì (4), íàçûâàþòñÿ êîýô-
ôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïî ñèñòåìå (1), à ñîîòâåòñòâóþùèé
ðÿä � åå ðÿäîì Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå.
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Åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé (1) íîðìèðîâàíà, òî ‖ϕn‖2 = 1 è ôîðìóëû äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïðèîáðåòàþò áîëåå ïðîñòîé âèä:

cn =

b∫

a

f(x)ϕn(x)dx (n = 0, 1, 2, . . . ). (5)

Äî óñòàíîâëåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå ê ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè
f(x) ïðèíÿòî ïèñàòü

f(x) ∼ c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + · · ·+ cnϕn(x) + . . .

Èç ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 0.1. Åñëè ôóíêöèè ñèñòåìû (1) íåïðåðûâíû è äëÿ f(x) èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî (2), ïðè÷åì ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî ýòîò
ðÿä åñòü ðÿä Ôóðüå äëÿ f(x).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèè ñèñòåìû (1) íåïðåðûâíû è ðÿä ñïðà-
âà â (2) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, òî ìîæíî ëåãêî äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ
ñõîäèìîñòü ðÿäà (3), à ñëåäîâàòåëüíî è âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ðÿäà (3).
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