
5. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ
Ôóðüå

Â ñëó÷àå îñíîâíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû

1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cos nx, sin nx, . . . ,

îðòîãîíàëüíîé íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû 2π, òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ðÿä Ôó-
ðüå îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ 2π�ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f(x), àáñîëþòíî èíòå-
ãðèðóåìîé íà îòðåçêå äëèíû ïåðèîäà, íàïðèìåð, [−π, π].

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé
íà äàííîì îòðåçêå [a, b], åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êè a = x0 < x1 < · · · <

xk = b òàêèå, ÷òî:
1) íà êàæäîì îòðåçêå [α, β] ⊂ (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . , k, ôóíêöèÿ g(x)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â ñîáñòâåííîì ñìûñëå Ðèìàíà;
2) êàæäûé èíòåãðàë

xi∫
xi−1

|g(x)|dx (i = 1, 2, . . . , k) ñõîäèòñÿ.

Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ g(x) = 1 âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è
g(x) = −1 âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ, òî g(x) íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþò-
íî èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [a, b] (ïðè a < b), òàê êàê îíà íå ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðèðóåìîé â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íè íà êàêîì îòðåçêå [α, β] ⊂ (a, b)

ïðè α < β.
Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé èíòå-

ãðàë
b∫
a

|g(x)|dx.
Ïóñòü òåïåðü äàííàÿ ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ 2π�ïåðèîäè÷åñêîé è àá-

ñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [−π, π]. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
êàæäîé ôóíêöèè èç îñíîâíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóþò
èíòåãðàëû

π∫

−π

f(x) cos nxdx (n = 0, 1, . . . ),

π∫

−π

f(x) sin nxdx (n = 1, 2, . . . ).
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä âèäà

a0

2
+

∞∑
n=1

an cos nx + bn sin nx (1)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f(x), åñëè ýòà ôóíêöèÿ ñâÿçàíà ñ
êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà (1) ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

an = 1
π

π∫
−π

f(x) cos nxdx (n = 0, 1, . . . ),

bn = 1
π

π∫
−π

f(x) sin nxdx (n = 1, 2, . . . ).
(2)

Àíàëîãè÷íî, ñèñòåìà ôóíêöèé

1, cos
πx

`
, sin

πx

`
, cos

2πx

`
, sin

2πx

`
, . . . , cos

πnx

`
, sin

πnx

`
, . . . ,

îðòîãîíàëüíà íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû 2`.
Ïîýòîìó ðÿäîì Ôóðüå 2`�ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f(x), àáñîëþòíî èí-

òåãðèðóåìîé íà îòðåçêå äëèíû ïåðèîäà [−`, `], íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèé ðÿä âèäà

a0

2
+

∞∑

k=1

an cos
πnx

`
+ bn sin

πnx

`
, (3)

åñëè ýòà ôóíêöèÿ ñâÿçàíà ñ êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà (3) ñ ïîìîùüþ ñëåäó-
þùèõ ðàâåíñòâ:

an = 1
`

∫̀
−`

f(x) cos πnx
` dx (n = 0, 1, . . . ),

bn = 1
`

∫̀
−`

f(x) sin πnx
` dx (n = 1, 2, . . . ).

(4)

Êîýôôèöèåíòû an è bn, âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëàì (2) è (4), íàçûâà-
þòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f(x).

Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëàõ (2) èíòåãðèðóþòñÿ ôóíêöèè ïåðèîäà 2π. Ïî-
ýòîìó îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [−π, π] ìîæåò áûòü çàìåíåí ëþáûì äðó-
ãèì îòðåçêîì äëèíû ïåðèîäà 2π. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
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ðÿäà Ôóðüå (ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì ÷èñëå a) ïîëó÷àåì ôîðìóëû
âèäà

an = 1
π

a+2π∫
a

f(x) cos nxdx (n = 0, 1, 2, . . . ),

bn = 1
π

a+2π∫
a

f(x) sin nxdx (n = 1, 2, . . . ).

(5)

Âïîëíå àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî â ñëó÷àå 2`�ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ðÿä Ôóðüå äàííîé 2π�ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ôóíêöèè f(x) ïðèíÿòî

îáîçíà÷àòü òàê:

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos nx + bn sin nx,

ïîêà íå ðåøåí âîïðîñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà Ôóðüå ê ñàìîé ôóíêöèè.
Òàêàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè f(x) ñîîòâåòñòâóåò ðÿä Ôóðüå,

íàïèñàííûé ñïðàâà. Çíàê ðàâåíñòâà ìîæíî ïîñòàâèòü, êîãäà óæå äîêà-
çàíà ñõîäèìîñòü ðÿäà ê ôóíêöèè f(x).

Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f(x) ïåðèîäà 2π èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos nx + bn sin nx, (6)

ïðè÷åì ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå äëèíû ïåðèîäà [−π, π].
Ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå çäåñü îáîçíà÷åíî ÷åðåç a0

2 äëÿ ñèììåòðèè ôîð-
ìóë (2).

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû a0, an, bn, n = 1, 2, . . . , çíàÿ ôóíêöèþ f(x). Â
ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (6) åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðî-
âàòü â ïðåäåëàõ îò −π äî π. Òîãäà ïîëó÷èì

π∫

−π

f(x)dx =
a0

2

π∫

−π

dx +
∞∑

n=1


an

π∫

−π

cos nxdx + bn

π∫

−π

sin nxdx


 .

Òàê êàê îñíîâíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé îðòîãîíàëü-
íà íà îòðåçêå [−π, π], âñå èíòåãðàëû ïîä çíàêîì ñóììû ðàâíû íóëþ.
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Ïîýòîìó
π∫

−π

f(x)dx = πa0 èëè a0 =
1

π

π∫

−π

f(x)dx.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (6) íà cos kx è ïðîèíòåãðèðóåì â ïðå-
äåëàõ îò −π äî π. Ïîëó÷èì:

π∫

−π

f(x) cos nxdx =
a0

2

π∫

−π

cos nxdx+

+
∞∑

n=1


an

π∫

−π

cos kx cos nxdx + bn

π∫

−π

sin kx cos nxdx


 .

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé, âñå
èíòåãðàëû ñïðàâà ðàâíû íóëþ, êðîìå îäíîãî:

π∫

−π

f(x) cos nxdx = an

π∫

−π

cos2 nxdx = anπ.

Îòñþäà

an =
1

π

π∫

−π

f(x) cos nxdx (n = 1, 2, . . . ).

Àíàëîãè÷íî íàéäåì, ÷òî
π∫

−π

f(x) sin nxdx = bnπ èëè bn =
1

π

π∫

−π

f(x) sin nxdx (n = 1, 2, . . . ).

Çíà÷èò, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå an è bn ôóíêöèè f(x) ïîëó÷åíû
òðåáóåìûå ôîðìóëû (2). Äðóãèìè ñëîâàìè, äîêàçàíà

Òåîðåìà 0.1. Åñëè äëÿ ôóíêöèè f(x) ïåðèîäà 2π èìååò ìåñòî ðàçëî-
æåíèå â íåêîòîðûé ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà îòðåçêå ïåðèîäà òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèé ðÿä, òî ýòîò ðÿä è åñòü ðÿä Ôóðüå äëÿ f(x).
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Ôàêòè÷åñêè ñïðàâåäëèâî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïðèâåäåì
áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 0.2. Åñëè àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) ïåðèîäà 2π

ðàçëàãàåòñÿ â íåêîòîðûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ ê íåé
âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé (äëÿ
îäíîãî ïåðèîäà), òî ýòîò ðÿä è åñòü ðÿä Ôóðüå äëÿ f(x).

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ðÿäû Ôóðüå è ôîðìóëû êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå äëÿ äðóãèõ ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå.

1) Äëÿ ñèñòåìû

1, cos x, cos 2x, . . . , cos nx, . . . ,

îðòîãîíàëüíîé íà îòðåçêå [0, π], ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) ∼ a0

2
+ a1 cos x + a2 cos 2x + · · ·+ an cos nx + . . . ,

ãäå
a0

2
=

∫ π

0 f(x)dx∫ π

0 1dx
=

1

π

π∫

0

f(x)dx,

an =

∫ π

0 f(x) cos nxdx∫ π

0 cos2 nxdx
=

2

π

π∫

0

f(x) cos nxdx (n = 1, 2, . . . ).

Ïîëó÷èëè òå æå ôîðìóëû, ÷òî è äëÿ ðÿäà Ôóðüå ïî êîñèíóñàì.
2) Äëÿ ñèñòåìû

sin x, sin 2x, . . . , sin nx, . . . ,

îðòîãîíàëüíîé íà îòðåçêå [0, π], ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) ∼ b1 sin x + b2 sin 2x + · · ·+ bn sin nx + . . . ,

ãäå

bn =

∫ π

0 f(x) sin nxdx∫ π

0 sin2 nxdx
=

2

π

π∫

0

f(x) sin nxdx (n = 1, 2, . . . ).
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Ïîëó÷èëè òå æå ôîðìóëû, ÷òî è äëÿ ðÿäà Ôóðüå ïî ñèíóñàì.
3) Äëÿ ñèñòåìû

1, cos
πx

`
, cos

2πx

`
, . . . , cos

πnx

`
, . . . ,

îðòîãîíàëüíîé íà îòðåçêå [0, `], ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
πnx

`
,

ãäå
a0

2
=

∫ `

0 f(x)dx∫ `

0 1dx
=

1

`

`∫

0

f(x)dx,

an =

∫ `

0 f(x) cos πnx
` dx∫ `

0 cos2 πnx
` dx

=
2

`

`∫

0

f(x) cos
πnx

`
dx (n = 1, 2, . . . ).

4) Äëÿ ñèñòåìû

sin
πx

`
, sin

2πx

`
, . . . , sin

πnx

`
, . . . ,

îðòîãîíàëüíîé íà îòðåçêå [0, `], ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) ∼
∞∑

n=1

bn sin
πnx

`
,

ãäå

bn =

∫ `

0 f(x) sin πnx
` dx∫ `

0 sin2 πnx
` dx

=
2

`

`∫

0

f(x) sin
πnx

`
dx (n = 1, 2, . . . ).

5) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

sin x, sin 3x, sin 5x, . . . , sin(2n + 1)x, . . . ,

êîòîðàÿ îðòîãîíàëüíà íà îòðåçêå [0, π
2 ].

Ðÿä Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå èìååò âèä

f(x) ∼
∞∑

n=0

cn sin(2n + 1)x,
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ãäå êîýôôèöèåíòû cn âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =

∫ π
2

0 f(x) sin(2n + 1)xdx∫ π
2

0 sin2(2n + 1)xdx
(n = 0, 1, 2, . . . ).

Òàê êàê
π
2∫
0

sin2(2n + 1)xdx = π
4 , ïîëó÷àåì

cn =
4

π

π
2∫

0

f(x) sin(2n + 1)xdx (n = 0, 1, 2, . . . ).

Ïóñòü òåïåðü f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, π
2 ]. Ïðîäîëæèì åå íà

îòðåçîê [π2 , π] ÷åòíûì îáðàçîì. Ïîëó÷èì îïðåäåëåííóþ íà [0, π] ôóíê-
öèþ g(x), ñîâïàäàþùóþ ñ f(x) íà [0, π

2 ]. Ôóíêöèþ g(x) ðàçëîæèì â ðÿä
ïî ñèíóñàì (÷òî ðàâíîñèëüíî íå÷åòíîìó ïðîäîëæåíèþ g(x) íà îòðåçîê
[−π, 0]).

Ïîëó÷èì

bn =
2

π

π∫

0

g(x) sin nxdx (n = 1, 2, . . . ).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèè ñèñòåìû V ÷åòíû îòíîñèòåëüíî x = π
2 , ò.å.

äëÿ íèõ ϕn(
π
2 − h) = ϕn(

π
2 + h). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ n = 0, 1, 2, . . .

sin(2n+1)(
π

2
−h) = sin(2n+1)

π

2
cos(2n+1)h−cos(2n+1)

π

2
sin(2n+1)h =

= sin(2n+1)
π

2
cos(2n+1)h+cos(2n+1)

π

2
sin(2n+1)h = sin(2n+1)(

π

2
+h),

òàê êàê cos(2n + 1)π
2 = 0.

Ïîýòîìó èç ÷åòíîñòè îòíîñèòåëüíî x = π
2 ôóíêöèé g(x) è sin(2n+1)x

ñëåäóåò

b2n+1 =
2

π

π∫

0

g(x) sin(2n+1)xdx =
4

π

π
2∫

0

f(x) sin(2n+1)xdx (n = 0, 1, 2, . . . ).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèè sin 2nx (n = 1, 2, . . . ) íå÷åòíûå îòíîñè-
òåëüíî x = π

2 (ϕn(
π
2 − h) = −ϕn(

π
2 + h)), òàê êàê

sin 2n(
π

2
− h) = sin πn cos 2nh− cos πn sin 2nh =

= −(sin πn cos 2nh + cos πn sin 2nh) = − sin 2n(
π

2
+ h).

Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèÿ g(x) sin 2nx (n = 1, 2, . . . ) ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè
îòíîñèòåëüíî x = π

2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

b2n =
2

π

π∫

0

g(x) sin 2nxdx = 0 (n = 1, 2, . . . ).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ g(x), à çíà÷èò è f(x), îêàçûâàåòñÿ ðàçëî-
æåííîé â ðÿä ïî ñèíóñàì, âñå ÷åòíûå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ðàâíû
íóëþ. Íå÷åòíûå æå êîýôôèöèåíòû äàþòñÿ ôîðìóëàìè

bn =
2

π

π∫

0

g(x) sin nxdx (n = 1, 2, . . . ),

ñîâïàäàþùèìè ñ ôîðìóëàìè

cn =
4

π

π
2∫

0

f(x) sin(2n + 1)xdx (n = 0, 1, 2, . . . ).

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, ñïðà-
âåäëèâûå äëÿ ôóíêöèé ïåðèîäà 2π, èìåþò ìåñòî è â ñëó÷àå ôóíêöèé,
ïîëó÷àþùèõñÿ èç f(x) ñíà÷àëà ÷åòíûì ïðîäîëæåíèåì íà îòðåçîê [π2 , π],
çàòåì � íå÷åòíûì ïðîäîëæåíèåì ïîëó÷åííîé ôóíêöèè íà îòðåçîê [−π, 0],
è íàêîíåö, ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ðåçóëüòàòà (ñ ïåðèîäîì 2π) íà
âñþ îñü Ox.
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