
4. Âàæíûå ïðèìåðû îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì

Îñíîâíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ôóíê-
öèé

1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cos nx, sin nx, . . . (1)

Âñå ýòè ôóíêöèè èìåþò îáùèé ïåðèîä 2π (õîòÿ íåêîòîðûå sin nx è
cos nx èìåþò è ìåíüøèé ïåðèîä 2π

n ).
Ïðè n 6= 0 ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

π∫

−π

cos nxdx =
1

n
sin nx

∣∣∣∣
π

−π

= 0,

π∫

−π

sin nxdx = −1

n
cos nx

∣∣∣∣
π

−π

= 0, (2)

π∫

−π

cos2 nxdx = π,

π∫

−π

sin2 nxdx = π. (3)

Äëÿ ëþáûõ öåëûõ m è n, m 6= n èìååì
π∫

−π

cos nx cos mxdx = 0,

π∫

−π

sin nx sin mxdx = 0. (4)

Äëÿ ëþáûõ öåëûõ m è n èìååì
π∫

−π

sin nx cos mxdx = 0. (5)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ëþáûõ ðàçëè÷-
íûõ ôóíêöèé ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò, ñèñòåìà îñíîâíûõ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé (1) îðòîãîíàëüíà íà îòðåçêå [−π, π].

Òàê êàê äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè èíòåãðàë ïî ëþáîìó îòðåçêó
äëèíû, ðàâíîé ïåðèîäó, èìååò ðàâíûå çíà÷åíèÿ, ôîðìóëû (2)�(5) ñïðà-
âåäëèâû è äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [a, a + 2π]. Çíà÷èò, ñèñòåìà (1) îðòîãî-
íàëüíà íà ëþáîì òàêîì îòðåçêå.
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé

1, cos
πx

`
, sin

πx

`
, . . . , cos

πnx

`
, sin

πnx

`
, . . . (6)

ñ îáùèì ïåðèîäîì 2` îðòîãîíàëüíà íà âñÿêîì îòðåçêå äëèíû 2`.
Òåïåðü ðàññìîòðèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñèñòåìû.
I. Ñèñòåìà

1, cos x, cos 2x, . . . , cos nx, . . .

îðòîãîíàëüíà íà îòðåçêå [0, π].
Îðòîãîíàëüíîñòü äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî!
II. Ñèñòåìà

sin x, sin 2x, . . . , sin nx, . . .

îðòîãîíàëüíà íà îòðåçêå [0, π].
Îðòîãîíàëüíîñòü äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî!
III. Ñèñòåìà

1, cos
πx

`
, cos

2πx

`
, . . . , cos

πnx

`
, . . . ,

îðòîãîíàëüíà íà îòðåçêå [0, `].
Îðòîãîíàëüíîñòü äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî!
IV. Ñèñòåìà

sin
πx

`
, sin

2πx

`
, . . . , sin

πnx

`
, . . . ,

îðòîãîíàëüíà íà îòðåçêå [0, `].
Îðòîãîíàëüíîñòü äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî!
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