
3. Ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé. Íîðìà ôóíêöèè

Äâå ôóíêöèè f(x) è g(x), îïðåäåëåííûå íà äàííîì îòðåçêå [a, b], íàçû-
âàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè íà ýòîì îòðåçêå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

b∫

a

f(x)g(x)dx = 0

(ïðè ýòîì èç îïðåäåëåíèÿ íå èñêëþ÷àþòñÿ ôóíêöèè, ýêâèâàëåíòíûå íó-
ëþ; êàê èçâåñòíî, â ñëó÷àå âåêòîðîâ îðòîãîíàëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ
íåíóëåâûõ âåêòîðîâ).

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé

ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x), . . . (1)

íà îòðåçêå [a, b]. Áóäåì ñ÷èòàòü ýòè ôóíêöèè èíòåãðèðóåìûìè â ñîáñòâåí-
íîì ñìûñëå íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ïî îòðåçêó [a, b]

îò ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé èç ýòîé ñèñòåìû.
Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé (1) îðòîãîíàëüíà íà îòðåçêå [a, b],

åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçíûõ ôóíêöèé ýòîé ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

b∫

a

ϕn(x)ϕm(x)dx = 0. (2)

Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü (÷òîáû èñêëþ÷èòü ýêâèâàëåíòíóþ íóëþ
ôóíêöèþ) âñåãäà, ÷òî

b∫

a

ϕ2
n(x)dx > 0 (n = 0, 1, 2, . . . ). (3)

Èç óñëîâèÿ (3) âûòåêàåò, ÷òî íèêàêàÿ èç ôóíêöèé ýòîé ñèñòåìû íå
ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ.
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Ñèñòåìà ôóíêöèé (1) íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîé, åñëè
b∫

a

ϕ2
n(x)dx = 1 (n = 0, 1, 2, . . . ). (4)

Ñèñòåìà ôóíêöèé (1) íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé íà îòðåçêå
[a, b], åñëè âñå ôóíêöèè íîðìèðîâàíû è âçàèìíî îðòîãîíàëüíû íà ýòîì
îòðåçêå.

Âñÿêóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé ìîæíî íîðìèðîâàòü, òî åñòü
ìîæíî ïîäîáðàòü ïîñòîÿííûå µ0, µ1, µ2, . . . , òàê, ÷òîáû ñèñòåìà ôóíêöèé

µ0ϕ0(x), µ1ϕ1(x), µ2ϕ2(x), . . . ,

êîòîðàÿ ïî-ïðåæíåìó îðòîãîíàëüíà, áûëà è íîðìèðîâàííîé.
Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ

b∫

a

µ2
nϕ

2
n(x)dx = µ2

n

b∫

a

ϕ2
n(x)dx = 1 (n = 0, 1, . . . )

ñëåäóåò, ÷òî µn =
1√∫ b

a ϕ2
n(x)dx

.

Âåëè÷èíó

‖ϕn‖ =

√√√√√
b∫

a

ϕ2
n(x)dx (n = 0, 1, 2, . . . )

áóäåì íàçûâàòü íîðìîé ôóíêöèè ϕn(x).
Åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé (1) íîðìèðîâàíà, òî, î÷åâèäíî, ‖ϕn‖ = 1 äëÿ

âñåõ n = 0, 1, 2, . . . .
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