
2. Âèäû ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x) + · · · =
∞∑

n=1

fn(x), x ∈ E.

Îí íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ â äàííîé òî÷êå x0 ∈ E, åñëè äëÿ åãî
÷àñòè÷íûõ ñóìì

sn(x0) =
n∑

k=1

fk(x0) (n = 1, 2, . . . )

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
n→∞

sn(x0) = s(x0). Âåëè÷èíà s(x0) íàçû-
âàåòñÿ òîãäà ñóììîé ðÿäà â òî÷êå x0.

Åñëè òàêàÿ ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà E, òî
ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E. Ýòî
îçíà÷àåò ïîòî÷å÷íóþ ñõîäèìîñòü íà ìíîæåñòâå E ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì sn(x) ê ôóíêöèè s(x) ïðè n →∞.

Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑

n=1
fn(x) íà ìíî-

æåñòâå E îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåë lim
n→∞

sn(x) = s(x) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðÿäà,
ò.å. â êàæäîé òî÷êå x ∈ E âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x) + · · · = s(x).

Îáîçíà÷èì îñòàòîê ðÿäà ÷åðåç rn(x) = fn+1(x) + fn+2(x) + . . . . Òîãäà â
ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ðÿäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî s(x) = sn(x)+ rn(x), ò.å.
rn(x) = s(x)− sn(x).

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíî-
æåñòâå E, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ sn(x) ðàâíîìåðíî ñõî-
äèòñÿ ê ôóíêöèè s(x) íà ìíîæåñòâå E èëè îñòàòîê rn(x) ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà E.

Êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

fn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèëñÿ íà
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ìíîæåñòâå E, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

lim
n→∞

sup
x∈E

|rn(x)| = 0.

Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
íà ìíîæåñòâå E ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ê íóëþ íà ýòîì ìíî-
æåñòâå îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà fn(x).

Åñëè äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑

n=1
fn(x) ñóùåñòâóåò ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

cn òàêîé, ÷òî |fn(x)| 6 cn, n = 1, 2, . . . , äëÿ ëþáîãî x ∈ E, òî ÷èñëî-

âîé ðÿä
∞∑

n=1
cn íàçûâàåòñÿ ìàæîðàíòíûì ðÿäîì äëÿ äàííîãî ôóíêöè-

îíàëüíîãî ðÿäà.
Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõî-

äèìîñòè). Åñëè äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå
E, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùèéñÿ ìàæîðàíòíûé ðÿä, òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìàæîðàíòíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òî íåëüçÿ ñêàçàòü,
÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ èíòåãðèðóåìûõ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå ôóíê-
öèé ðÿä

∞∑
n=1

fn(x) ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì íà îòðåçêå [a, b]

ê ñóììå s(x), åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòîãî ðÿäà ñõî-
äèòñÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè s(x) íà îòðåçêå
[a, b], ò.å.

lim
n→∞

b∫

a

(sn(x)− s(x))2dx = 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 0.1. 1. Åñëè ÷ëåíû ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑

n=1
fn(x) íåïðåðûâ-

íû íà îòðåçêå [a, b] è ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ýòîì îòðåçêå,òî
à) ñóììà s(x) ðÿäà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà îòðåçêå [a, b],
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á) ðÿä ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî÷ëåííî, ò.å.
b∫

a

( ∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

b∫

a

s(x)dx =
∞∑

n=1

b∫

a

fn(x)dx.

2. Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑

n=1
fn(x) ñõîäèòñÿ, åãî ÷ëåíû äèôôå-

ðåíöðóåìû è ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ
∞∑

n=1
f ′n(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

[a, b], òî ñàì ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü, ò.å.
( ∞∑

n=1

fn(x)

)′

= s′(x) =
∞∑

n=1

f ′n(x).

Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè.
Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿí-

íîå ÷èñëî T > 0, äëÿ êîòîðîãî f(x± T ) = f(x) äëÿ ëþáîãî x èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ÷èñëî T íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ôóíê-
öèè.

Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ìàòå-
ìàòèêè ê çàäà÷àì ôèçèêè è òåõíèêè.

Ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå ôóíêöèé ïåðèîäà T âñåãäà
äàþò ôóíêöèè òîãî æå ïåðèîäà.

Åñëè T � ïåðèîä ôóíêöèè f(x), òî ÷èñëà 2T, 3T, . . . òàêæå áóäóò ïå-
ðèîäàìè ýòîé æå ôóíêöèè.

Íàïîìíèì îñíîâíîå ñâîéñòâî ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè:
a+T∫

a

f(x)dx =

b+T∫

b

f(x)dx

äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a è b.
Ãàðìîíèêè.
Ôóíêöèÿ âèäà y = A sin(ωx+ϕ), ãäå A,ω, ϕ � ïîñòîÿííûå, ïîñòîÿííûå,

íàçûâàþò ãàðìîíèêîé ñ àìïëèòóäîé |A|, ÷àñòîòîé ω è íà÷àëüíîé ôàçîé
ϕ.
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Ãàðìîíèêà èìååò ïåðèîä T = 2π
ω .

Âñÿêóþ ãàðìîíèêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

y = A sin(ωx + ϕ) = A(cos ωx sin ϕ + sin ωx cos ϕ) =

= A sin ϕ cos ωx + Acosϕ sin ωx = a cos ωx + b sin ωx,

ãäå a = Asinϕ, b = A cos ϕ.
Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ âèäà a cos ωx + b sin ωx

åñòü ãàðìîíèêà, ãäå A =
√

a2 + b2, sinϕ =
a

A
=

a√
a2 + b2

, cosϕ =
b

A
=

b√
a2 + b2

.

Âîçüìåì ïåðèîä T = 2`. Òîãäà T =
2π

ω
, îòêóäà ω =

2π

T
=

2π

2`
=

π

`
.

Çíà÷èò, ãàðìîíèêà ñ ïåðèîäîì T = 2` ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

a cos
πx

`
+ b sin

πx

`
.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû è ðÿäû.
Ðàññìîòðèì ïåðèîä T = 2` è ðàññìîòðèì ãàðìîíèêè

ak cos
πkx

`
+ bk sin

πkx

`
(k = 1, 2, . . . ) (1)

ñ ÷àñòîòàìè ωk =
πk

`
è ïåðèîäàìè Tk =

2π

ωk
=

2`

k
. Îòñþäà kTk = 2` = T

è, çíà÷èò, T = 2` ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì äëÿ âñåõ ãàðìîíèê âèäà (1).
Ïîýòîìó ñóììà âèäà

sn(x) = A +
n∑

k=1

(
ak cos

πkx

`
+ bk sin

πkx

`

)
,

ãäå A � ïîñòîÿííàÿ, áóäó÷è ñóììîé ôóíêöèé ïåðèîäà 2`, åñòü ôóíêöèÿ
òîãî æå ïåðèîäà.

Ôóíêöèþ sn(x) áóäåì íàçûâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëå-
íîì ïîðÿäêà n (ïåðèîäà 2`).
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Ñóììà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

A +
∞∑

k=1

(
ak cos

πkx

`
+ bk sin

πkx

`

)

(åñëè îí ñõîäèòñÿ) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ôóíêöèåé ïåðèîäà 2`.
Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ: íåëüçÿ ëè âñÿêóþ çàäàííóþ ôóíêöèþ

f(x) ïåðèîäà T = 2` ïðåäñòàâèòü â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà?
Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ôóíê-

öèé.
Åñëè

f(x) = A +
∞∑

k=1

(
ak cos

πkx

`
+ bk sin

πkx

`

)
,

òî, ïîëîæèâ t =
πx

`
, íàéäåì

ϕ(t) = f

(
t`

π

)
= A +

∞∑

k=1

(ak cos kt + bk sin kt) .

Ãàðìîíèêè ýòîãî ðÿäà èìåþò îáùèé ïåðèîä 2π. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
óìåòü ðåøàòü çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä äëÿ ôóíê-
öèé ïåðèîäà 2π.
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