
15. Ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé íà îòðåçêå äëè-
íû 2π

Â ïðèëîæåíèÿ î÷åíü ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à î ðàçëîæåíèè â òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèé ðÿä ôóíêöèè f(x), çàäàííîé òîëüêî íà îòðåçêå [−π, π]. Â
ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ f(x) ñ îòðåçêà [−π, π] ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæàåì
íà âñþ îñü Ox. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ñîâïàäàþ-
ùóþ ñ f(x) íà [−π, π], äëÿ êîòîðîé ðÿä Ôóðüå áóäåò òîæäåñòâåííûì ñ
ðÿäîì Ôóðüå äëÿ f(x).

Òàêèì îáðàçîì, ãîâîðèòü î ðÿäå Ôóðüå äëÿ f(x), çàäàííîé íà [−π, π],
� ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ãîâîðèòü î ðÿäå Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè, ïîëó÷àþùåéñÿ
èç f(x) ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì íà îñü Ox.

Åñëè ïðè ýòîì f(−π) = f(π), òî ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå áóäåò
íåïðåðûâíûì íà âñåé îñè Ox è íèêàêèõ çàòðóäíåíèé íå âîçíèêàåò.

Åñëè æå f(−π) 6= f(π), òî ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå f(x) íà âñþ
îñü Ox áóäåò èìåòü ðàçðûâû âî âñåõ òî÷êàõ âèäà x = (2k + 1)π (k =

0,±1,±2, . . . ), êàê áû ìû íå èçìåíÿëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè x = π è
x = −π.

Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå. Ðÿä Ôóðüå êóñî÷íî-ãëàäêîé
(íåïðåðûâíîé èëè ðàçðûâíîé) ôóíêöèè f(x) ïåðèîäà 2π ñõîäèòñÿ äëÿ
âñåõ çíà÷åíèé x, ïðè÷åì åãî ñóììà ðàâíà f(x) â êàæäîé òî÷êå íåïðå-
ðûâíîñòè è ðàâíà ÷èñëó 1

2(f(x+0)+f(x−0)) â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà.
Åñëè f(x) âñþäó íåïðåðûâíà, òî ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-

ìåðíî.
×òî æå áóäåò ïðîèñõîäèòü íà êîíöàõ îòðåçêà [−π, π]?
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) f(−π) = f(π). Òîãäà ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïðèâîäèò ê íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè. Â ñèëó íàøåãî ïðèçíàêà è â êîíöàõ îòðåçêà ðÿä áóäåò
ñõîäèòñÿ ê f(x).
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2) f(−π) 6= f(π). Òîãäà ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå áóäåò èìåòü ðàç-
ðûâû â òî÷êàõ −π è π, à òàêæå âî âñåõ òî÷êàõ âèäà x = (2k + 1)π

(k = 0,±1,±2, . . . ). Ïðè ýòîì f(−π − 0) = f(π), f(−π + 0) = f(−π),
f(π + 0) = f(−π), f(π − 0) = f(π). Çíà÷èò, ïðè x = −π è x = π ðÿä
áóäåò ñõîäèòüñÿ ê çíà÷åíèÿì
1

2
(f(−π + 0) + f(−π − 0)) =

1

2
(f(π + 0) + f(π − 0)) =

1

2
(f(−π) + f(π)).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè f(x), çàäàííîé íà îòðåçêå [−π, π] è
íåïðåðûâíîé ïðè x = −π è x = π ðÿä Ôóðüå âåäåò ñåáÿ â ýòèõ òî÷-
êàõ, êàê è â äðóãèõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ïðè óñëîâèè f(−π) = f(π).

Åñëè æå f(−π) 6= f(π), òî ðÿä íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê f(x) ïðè x = −π

è x = π, ïîýòîìó çàäà÷ó î ðàçëîæåíèè f(x) â ðÿä Ôóðüå èìååò ñìûñë
ñòàâèòü äëÿ x ∈ (−π, π).

16. Ñëó÷àé ôóíêöèè, ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè, îòëè÷íîé îò íóëÿ

Ïóñòü f(x) çàäàíà íà íåêîòîðîì îòðåçêå îñè Ox, ñèììåòðè÷íîì îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè x = `, èëè æå çàäàíà íà âñåé îñè Ox.

Ñêàæåì, ÷òî f(x) ÷åòíàÿ îòíîñèòåëüíî x = `, åñëè äëÿ êàæäîãî h

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(` − h) = f(` + h). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèê
ôóíêöèè f(x) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = `.

Äëÿ òàêîé ôóíêöèè, î÷åâèäíî,
`+a∫
`−a

f(x)dx = 2
∫̀

`−a

f(x)dx. Â ÷àñòíîñòè,

ïðè a = ` èìååì
2`∫
0

f(x)dx = 2
∫̀
0

f(x)dx.

Ñêàæåì, ÷òî f(x) íå÷åòíàÿ îòíîñèòåëüíî x = `, åñëè äëÿ êàæäîãî h

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(`− h) = −f(` + h). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèê
ôóíêöèè f(x) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî òî÷êè (`, 0).

Äëÿ íå÷åòíîé îòíîñèòåëüíî x = ` ôóíêöèè èìååì
`+a∫
`−a

f(x)dx = 0. Â
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÷àñòíîñòè, ïðè a = ` èìååì
2`∫
0

f(x)dx = 0.
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