
12. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (ïðèçíàêè)ñõîäèìîñòè ðÿäà
Ôóðüå â äàííîé òî÷êå

Òàêèå óñëîâèÿ ïîëó÷àþòñÿ òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì îñíîâíîé ëåììû Ðè-
ìàíà. Ôóíêöèþ f(x) ñ÷èòàåì 2π�ïåðèîäè÷åñêîé è àáñîëþòíîé èíòåãðè-
ðóåìîé íà îòðåçêå ïåðèîäà äëèíû 2π.

Ïåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë Äèðèõëå

sn(x) = sn(x, f) =
1

π

π∫

−π

f(x + t)
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt.

Èìååì

sn(x) =
1

π

π∫

0

f(x + t)
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt +
1

π

0∫

−π

f(x + t)
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt.

Òîãäà (ñ ïîìîùüþ çàìåíû t → −t)
0∫

−π

f(x + t)
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt = −
0∫

π

f(x− t)
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt.

Çíà÷èò,

sn(x) =
1

π

π∫

0

[f(x + t) + f(x− t)]
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt. (1)

ßñíî, ÷òî äëÿ f(x) ≡ 1 èìååì sn(x) ≡ 1, ïîýòîìó èç (1) ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî

1 =
1

π

π∫

0

2
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt. (2)

Ïóñòü äàííàÿ ôóíêöèÿ f èìååò êîíå÷íûå ïðåäåëû ñïðàâà è ñëåâà â
äàííîé òî÷êå x.

Îáîçíà÷èì s0 =
f(x + 0) + f(x− 0)

2
. ßñíî, ÷òî s0 = f(x), åñëè x�

òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .

1



Òîãäà èç (1) è (2) ñëåäóåò

sn(x)− s0 =
1

π

π∫

0

[f(x + t) + f(x− t)− 2s0]
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt =

=
1

π

π∫

0

[f(x + t)− f(x + 0) + f(x− t)− f(x− 0)]
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt.

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

ϕ(x, t) = f(x + t)− f(x + 0) + f(x− t)− f(x− 0).

Òîãäà ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (∀δ ∈ (0, π])

sn(x)−s0 =
1

π

δ∫

0

ϕ(x, t)
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt+
1

π

π∫

δ

ϕ(x, t)
1

2 sin t
2
·sin(2n+1)

t

2
dt.

(3)
Ïî îñíîâíîé ëåììå Ðèìàíà âòîðîå ñëàãàåìîé â ïðàâîé ÷àñòè ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ ïðè n →∞ (ïðè ∀δ ∈ (0, π]). Ïîýòîìó sn(x)− s0 → 0 ïðè
n →∞, åñëè ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè δ → +0.

Èç (3) ïîëó÷èì ïðèçíàê Äèíè ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå.
Ïðèçíàê Äèíè. Åñëè îòíîøåíèå ϕ(x, t)

t
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî èíòå-

ãðèðóåìîé ôóíêöèåé â èíòåðâàëå (0, δ) ïðè êàêîì-íèáóäü δ > 0, òî ðÿä
Ôóðüå â òî÷êå x ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ s0 =

f(x + 0) + f(x− 0)

2
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

1

π

δ∫

0

ϕ(x, t)

t
· t

2 sin t
2
· sin 2n + 1

2
tdt,

ãäå ϕ(x, t)

t
· t

2 sin t
2
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãèðóåìîé íà [0, δ]. Ïîýòîìó

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè λ = 2n+1
2 →∞ (ïî ëåììå Ðèìàíà).
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Ïðèçíàê Ëèïøèöà. Åñëè ïðè íåêîòîðîì 0 < α 6 1 è M = const >

0

|f(x + t)− f(x + 0)| 6 Mtα, |f(x− t)− f(x− 0)| 6 Mtα ∀t ∈ (0, δ],

òî ðÿä Ôóðüå â òî÷êàõ x ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ s0 =
f(x + 0) + f(x− 0)

2
.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

|ϕ(x, t)|
t

6 |f(x + t)− f(x + 0)|
t

+
|f(x− t)− f(x− 0)|

t
6

6 M

tα−1 +
M

tα−1 =
2M

tα−1 ;

1− α > 0, ïîýòîìó ϕ(x, t)

t
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé íà (0, δ].

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðèçíàê Äèíè.
Ïðèçíàê Äèðèõëå. Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå f ′(x+0) è f ′(x−0),

òî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ s0 =
f(x + 0) + f(x− 0)

2
.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

lim
t→+0

f(x± t)− f(x± 0)

t
= f ′(x± 0) ⇒ |f(x± t)− f(x± 0)| 6 M · t

äëÿ ∀M > |f ′(x± 0)|.
Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðèçíàê Ëèïøèöà.
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