
11. Ëåììà Ðèìàíà è ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè

Ðå÷ü èäåò î ñëåäóþùåé îñíîâíîé ëåììå Ðèìàíà.
Ëåììà. Åñëè g(t) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [a, b],

òî

lim
λ→∞

b∫

a

g(t) cos λtdt = 0, lim
λ→∞

b∫

a

g(t) sin λtdt = 0. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ g(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé íà [a, b], òî ëåììà âûòåêàåò èç ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì.

Ïî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ
g(t) ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííîé â îêðåñòíîñòè êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê èç
[a, b]. Â ñèëó ëèíåéíîñòè èíòåãðàëîâ äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî g(t) ìîæåò
áûòü íåîãðàíè÷åííîé ëèøü â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê a è b.

Ïî ïðîèçâîëüíîìó ε > 0 íàéäåì ñíà÷àëà δ > 0 òàêîå, ÷òî
a+δ∫

a

|g(t)|dt <
ε

3
,

b∫

b−δ

|g(t)|dt <
ε

3
. (2)

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëû ïî îòðåçêó [a+δ, b−δ] ïðè ôèêñèðî-
âàííîì δ > 0 ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûìè ïî ìîäóëþ. Ïîêàæåì
ýòî äëÿ ñëó÷àÿ cos λt.
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

g(t) cos λtdt

∣∣∣∣∣∣
6

a+δ∫

a

|g(t) cos λt|dt+

b∫

b−δ

|g(t) cos λt|dt+

∣∣∣∣∣∣

b−δ∫

a+δ

g(t) cos λt

∣∣∣∣∣∣
6

6
a+δ∫

a

|g(t)|dt +

b∫

b−δ

|g(t)|dt +

∣∣∣∣∣∣

b−δ∫

a+δ

g(t) cos λt

∣∣∣∣∣∣
.

Îöåíèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë. Îòðåçîê [a+δ, b−δ] ðàçîáúåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: a + δ = x0 < x1 < · · · < xn = b − δ è ïóñòü mi = inf

t∈[xi−1,xi]
g(t)
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(g(t) èíòåãðèðóåìà â ñîáñòâåííîì ñìûñëå, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà).
Òîãäà
b−δ∫

a+δ

g(t) cos λtdt =
n∑

i=1

xi∫

xi−1

[g(t)−mi] cos λtdt+
n∑

i=1

mi

xi∫

xi−1

cos λtdt = S1+S2.

(3)
Ðàçáèåíèå (â ñèëó èíòåãðèðóåìîñòè â ñîáñòâåííîì ñìûñëå) ìîæíî âû-

áðàòü òàê, ÷òîáû êîëåáàíèÿ ωi(g) = sup
[xi−1,xi]

g(t)− inf
[xi−1,xi]

g(t) óäîâëåòâîðÿëè

íåðàâåíñòâó
n∑

i=1
ωi(g)∆xi <

ε

6
.

Òîãäà ïåðâóþ ñóììó S1 èç (3) ìîæíî îöåíèòü òàê:

|S1| 6
n∑

i=1

xi∫

xi−1

|g(t)−mi|| cos λt|dt 6
n∑

i=1

ωi(g)∆xi <
ε

6
. (4)

Îöåíèì âòîðóþ ñóììó S2 èç (3). Èìååì:

|S2| 6
n∑

i=1

|mi|
∣∣∣∣∣∣

xi∫

xi−1

cos λtdt

∣∣∣∣∣∣
6

6 sup
t∈[a+δ,b−δ]

|g(t)|
n∑

i=1

∣∣∣∣
1

λ
(sin λxi − sin λxi−1)

∣∣∣∣ 6 Mg · 2n 1

|λ| ,

ãäå Mg = sup
t∈[a+δ,b−δ]

|g(t)|.
Ó íàñ λ ïîêà íå çàâèñèò íè îò δ, íè îò n.
Âûáåðåì λ0 òàê, ÷òîáû äëÿ ∀ |λ| > |λ0| âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî Mg ·

2n · 1

|λ| <
ε

6
(ýòî âîçìîæíî, òàê êàê λ íå çàâèñèò îò δ è n).

Îòñþäà è èç (2)�(4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ∀ε > 0 ∃ δ > 0 è ∃λ0
∣∣ ∀ |λ| >

|λ0| ⇒ ∣∣∣∣∣∣

b∫

a

g(t) cos λtdt

∣∣∣∣∣∣
<

ε

3
+

ε

3
+

ε

6
+

ε

6
= ε.

Ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (1) äîêàçàíî, âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü òåïåðü 2π�ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî

èíòåãðèðóåìîé íà [−π, π]. Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëà Äèðèõëå
ïðè ëþáîì δ ∈ (0, π) èìååì

sn(x, f) =
1

π

π∫

−π

f(x+t)
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt =
1

π

−δ∫

−π

f(x+t)
1

2 sin t
2
·sin 2n + 1

2
tdt+

+
1

π

π∫

δ

f(x + t)
1

2 sin t
2
· sin 2n + 1

2
tdt +

1

π

δ∫

−δ

f(x + t)
sin(2n + 1) t

2

2 sin t
2

dt.

Ïðè λ = 2n+1
2 → ∞ äâà ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìÿòñÿ ê

íóëþ ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì δ > 0 (ñì. ëåììó âûøå). Ïîýòîìó ñó-
ùåñòâîâàíèå è çíà÷åíèå lim

n→∞
sn(x, f) â òî÷êå x çàâèñÿò ëèøü îò çíà÷åíèé

ïðèíèìàåìûõ ôóíêöèé f îêðåñòíîñòè (x − δ, x + δ) (ïðè ñêîëü óãîäíî
ìàëîì δ > 0).

Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì ëîêàëèçàöèè äëÿ ðÿäîâ
Ôóðüå.

Äðóãèì ñëåäñòâèåì ëåììû Ðèìàíà ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå ê íóëþ êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå: an = an(f) → 0 è bn = bn(f) → 0 ïðè n → ∞
äëÿ ëþáîé 2π�ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f(x), àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé
íà îòðåçêå äëèíû ïåðèîäà 2π.
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