
1. Âèäû ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé

Ïóñòü âñå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) îïðåäåëåíû íà äàííîì ìíî-
æåñòâå E (è ïðèíèìàþò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ). È ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) òàê-
æå îïðåäåëåíà íà ýòîì ìíîæåñòâå E.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) â òî÷-
êå x0 ∈ E, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî lim

n→∞
fn(x0) = f(x0).

Åñëè ðàâåíñòâî lim
n→∞

fn(x) = f(x) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈
E, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ íà
ìíîæåñòâå E ê ôóíêöèè f(x).

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî E íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé èìååò íóëåâóþ ìå-
ðó, åñëè äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà èíòåðâàëîâ (α1, β1),
(α2, β2), . . . , (αn, βn), . . . òàêàÿ, ÷òî:

1) ýòà ñèñòåìà ïîêðûâàåò âñå ìíîæåñòâî E;
2) ñóììà äëèí âñåõ èíòåðâàëîâ ìåíüøå δ.
Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà

íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå (îòðåçêå, èíòåðâàëå èëè ïîëóèíòåðâàëå), åñëè îíà
ñõîäèòñÿ ê f(x) íà ýòîì ïðîìåæóòêå, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî ìåðû íóëü èç ýòîãî ïðîìåæóòêà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ ê
ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå E, åñëè sup

x∈E
|fn(x)− f(x)| → 0 ïðè n →∞.

Ïóñòü êàæäàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) è ôóíêöèÿ f(x) ÿâ-
ëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà
ôóíêöèÿ (fn(x)−f(x))2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [a, b].
(Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(x)

ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì íà îòðåçêå [a, b] ê ôóíêöèè f(x), åñëè

1



ñóùåñòâóåò ðàâíûé íóëþ ïðåäåë

lim
n→∞

b∫

a

(fn(x)− f(x))2dx = 0.

Çàìå÷àíèå.
Åñëè â äàííîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

f(x) ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a, b], òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê
f(x) è â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì íà [a, b].

Äåéñòâèòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
b∫

a

(fn(x)−f(x))2dx 6
b∫

a

sup
[a,b]

(fn(x)−f(x))2dx 6 (b−a)(sup
[a,b]

(fn(x)−f(x)))2.
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