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Введение
Книга является учебным пособием по основам теории меры и предна-

значена студентам, магистрам и аспирантам физико-математического
направления.

В ней дано развернутое изложение основных классов множеств, об-
щей теории конечно аддитивной и счетно аддитивной функций мно-
жества, включая вопросы продолжения функций множества, а также
свойств функций ограниченной вариации и их применений в построе-
ниях теории меры. Многие из рассмотренных вопросов как по содер-
жанию, так и по форме его изложения не всегда можно найти в доступ-
ных студентам источниках. Такое системное изложение материала, на
наш взгляд, поможет читателю выяснить общую картину построения
теории меры.

Пособие содержит достаточно широкий набора задач и упражнений
по всем разделам; многие из них снабжены указаниями и решениями.
Предлагаемые задачи использоваться как при самостоятельной работе
студентов, так и на семинарских занятиях.

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 5 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

Глава I

Основные классы множеств

В этой главе: X — непустое множество, которое часто будет назы-
ваться пространством; 2X — совокупность всех подмножеств простран-
ства X, включая пустое множество ∅ и X; класс (= система) в X —
непустое множество H ⊆ 2X , состоящее из множеств пространства X,
а множество E =

⋃
A∈H

A называется единицей системы H.
5
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§ 1. Определения и свойства основных
классов множеств

Определение 1.1. Класс множеств H ⊆ 2X называется полукольцом,
если

(i) {A,B} ⊂ H =⇒ (A ∩B) ∈ H;

(ii) ∀{A,B} ⊂ H ∃n ∈ N ∃{C1, . . . , Cn} ⊂ H, Ci ∩ Cj = ∅, i 6= j :

A \B = C1 t C2 t · · · t Cn
или, равносильно,

(ii)′ ∀(
¯
{A,B} ⊂ H,B ⊂ A

)
∃n ∈ N ∃{C1, . . . , Cn} ⊂ H, Ci ∩ Cj = ∅,

i 6= j :
A = B t C1 t C2 t · · · t Cn.

Класс H называется полуалгеброй, если H — полукольцо и его еди-
ница E ∈ H.

Ясно, что если H — полукольцо, то ∅ ∈ H, поскольку A \ A =
∅ для любого A; оно замкнуто относительно операции пересече-
ния любого конечного числа множеств из H, но может быть неза-
мкнутым относительно операции объединения и разности. Например,
этим свойством обладает полукольцо, состоящее из всех промежутков
(a, b), [a, b], [a, b), (a, b] (a, b ∈ R, a < b) множества действительных чи-
сел.

Примером полукольца служит класс всех промежутков числовой
прямой (множества (−∞,∞), (−∞, a), (b,∞), (−∞, a], [b,∞), (a, a) = ∅
также считаются промежутками).

http://www.dgu.ru/
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Определение 1.2. Класс множествH ⊆ 2X называется кольцом, если
(i) {A,B} ⊂ H =⇒ (A ∪B) ∈ H,

(ii) {A,B} ⊂ H =⇒ (A \B) ∈ H.
Класс H называется алгеброй, если H — кольцо и его единица E ∈ H.

Так как для любых A,B ∈ 2X выполняются равенства
A \B = A M (A ∩B),

A ∪B = (A M B) M (A ∩B),

A ∩B = (A ∪B) \ (A M B),

(здесь A M B + (A\B)∪ (B \A) — симметрическая разность множеств
A и B), то условия (i) и (ii), определяющие кольцо, равносильны усло-
виям:
(i)′ {A,B} ⊂ H =⇒ (A M B) ∈ H;

(ii)′ {A,B} ⊂ H =⇒ (A ∩B) ∈ H.
Следовательно, кольцо замкнуто относительно операций разности,

конечных объединений и конечных пересечений и, очевидно, что оно
является полукольцом (выполнение второго требования определения
полукольца очевидно).

Определение алгебры можно сформулировать в следующей эквива-
лентной форме.
Алгеброй множеств в пространстве X называется непустая система

H, удовлетворяющая одновременно следующим условиям:

http://www.dgu.ru/
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(i)′′ ∅ ∈ H;

(ii)′′ ∀A ∈ H : E \ A ∈ H, где E — единица системы H;

(iii)′′ ∀n ∈ N ∀{A1, . . . , An} ⊂ H :
n⋃
j=1

Aj ∈ H.

Это следует из формул

A ∩B = E \
[
(E \ A) ∪ (E \B)

]
,

A \B = A ∩ (E \B)

и из определения 1.2.
Так как из правил двойственности вытекает, что

A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An = E \
{

(E \ A1) ∪ (E \ A2) ∪ · · · ∪ (E \ An)
}
,

то ясно, что алгебра множеств содержит и пересечение любого конеч-
ного числа своих элементов.

Примером кольца служит класс всех конечных объединений проме-
жутков |a, b|, где a, b ∈ R, а |a, b| означает любой промежуток вида
[a, b] , [a, b) , (a, b] и (a, b) (a 6 b). Совокупность всех конечных объеди-
нений конечных и бесконечных промежутков |a, b| является алгеброй с
единицей (−∞,+∞).

Определение 1.3. Класс множеств H ⊂ 2X называется σ-кольцом,
если

http://www.dgu.ru/
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(i)
(
An
)∞
n=1
⊂ H =⇒

∞⋃
n=1

An ∈ H,

(ii) {A,B} ⊂ H =⇒ (A \B) ∈ H.
Класс H называется σ-алгеброй, если H есть σ-кольцо и E ∈ H, где

E — единица системы H.
Таким образом, σ-кольцо (соответственно σ-алгебра) — кольцо (со-

ответственно алгебра), замкнутое (соответственно замкнутая) относи-
тельно операции образования счетных объединений.
Определение 1.4. Класс H называется δ-кольцом, если H — кольцо
и

∀
(
An
)∞
n=1
⊂ H :

∞⋂
n=1

An ∈ H.

δ-алгеброй называется кольцо, которое одновременно является алгеб-
рой и δ-кольцом.

Отметим, что если H — σ-кольцо, то оно является δ-кольцом, так как

∀
(
An
)∞
n=1
⊂ H :

∞⋂
n=1

An = A1 \

(
∞⋃
n=2

(A1 \ An)

)
∈ H.

Однако не всякое δ-кольцо является σ-кольцом; так, например, пусть
H ⊂ 2R — система всех ограниченных подмножеств R; тогда H — δ-

кольцо, но так как An = [n, n+ 1) ∈ H при n > 0 и
∞⋃
n=0

An = [0,+∞) /∈

H, то H не является σ-кольцом.

http://www.dgu.ru/
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Понятия σ-алгебры и δ-алгебры совпадают. В самом деле, только что
показано, что σ-алгебра является δ-алгеброй. Обратно, пусть H — δ-
алгебра и E — единица H. Тогда

∀
(
An
)∞
n=1
⊂ H :

∞⋃
n=1

An = E \
∞⋂
n=1

(E \ An) ∈ H.

т. е. H — σ-алгебра.
Введем вспомогательные понятия, необходимые для определения сле-

дующего класса множеств.
Определение 1.5 ′. Пусть

(
En
)∞
n=1
⊂ 2X . Нижним пределом и верх-

ним пределом последовательности
(
En
)∞
n=1

соответственно называются
множества

Lim
n
En =

∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

Em и Lim
n
En =

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Em.

Если Lim
n
En = Lim

n
En, то последовательность

(
En
)∞
n=1

называется

сходящейся и общее значение ее нижнего и верхнего пределов обозна-
чается через Lim

n
En.

Последовательность
(
En
)∞
n=1

называется монотонно возрастающей
(соотв. монотонно убывающей), если En ⊂ En+1 (соотв. En ⊃ En+1),
n > 1; при этом ясно, что

Lim
n
En =

∞⋃
n=1

En
(
соотв. Lim

n
En =

∞⋂
n=1

En
)
.

http://www.dgu.ru/
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Последовательности, монотонно возрастающие или монотонно убыва-
ющие, называются монотонными.

Определение 1.5. Класс множеств H ⊂ 2X называется монотонным
классом, если для любой монотонной последовательности

(
An
)∞
n=1
⊂ H

множество Lim
n
An принадлежит H.

Примером монотонного класса служит σ-кольцо.

Лемма 1.1. Для последовательности множеств
(
En
)∞
n=1

простран-
ства X положим (n ∈ N)

An +
n⋃
k=1

Ek, Bn +
∞⋂
k=n

Ek, Cn +
∞⋃
k=n

Ek,

Dn +
n⋂
k=1

Ek, Kn + En \
n−1⋃
k=0

Ek, (E0 + ∅).

Тогда в пространстве X:

1)
(
An
)∞
n=1

и
(
Bn

)∞
n=1

— возрастающие последовательности множеств;

2)
(
Cn
)∞
n=1

и
(
Dn

)∞
n=1

— убывающие последовательности множеств;

3)
(
Kn

)∞
n=1

— последовательность попарно непересекающихся мно-
жеств.

http://www.dgu.ru/
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Кроме того,

∞⋃
n=1

En =
∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

Cn =
∞⊔
n=1

Kn

и

∞⋂
n=1

En =
∞⋂
n=1

Bn =
∞⋂
n=1

Dn.

Определение 1.6. (Классы множеств, порождаемые любой непу-
стой системой множеств конечным или счетным числом опе-
раций).

Пусть H — некоторая непустая система множеств пространства X.

http://www.dgu.ru/
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Определим следующие классы (обозначения заимствованы из [1]):

σ(H) +
{
A =

∞⋃
n=1

An
∣∣ An ∈ H};

δ (H) +
{
B =

∞⋂
n=1

Bn

∣∣ Bn ∈ H
}

;

σ↑(H) +
{
A =

∞⋃
n=1

An
∣∣ An ∈ H, An ⊆ An+1

}
;

δ↓(H) +
{
B =

∞⋂
n=1

Bn

∣∣ Bn ∈ H, Bn ⊇ Bn+1

}
;

σ+(H) +
{
C =

∞⊔
n=1

Cn
∣∣ Cn ∈ H, Cn ∩ Cm = ∅, n 6= m

}
.

Отметим, что система H входит в каждый из этих классов.

Определение 1.7. Класс множеств H называется нормальным, если
σ+(H) = δ↓(H) = H.

Предложение 1.1. Если система H — кольцо, то

σ(H) = σ+(H) = σ↑(H) и δ (H) = δ↓(H) .

J Справедливость утверждения следует из леммы 1.1 и определения 1.6
соответствующих классов. I

http://www.dgu.ru/
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Предложение 1.2. Если система H — кольцо, то все классы σ(H) , δ (H) , σ↑(H) , δ↓(H) , σ+(H)
замкнуты относительно операций объединения и пересечения.

J Замкнутость классов σ(H) и δ (H) относительно операций объеди-
нения и пересечения вытекает из закона дистрибутивности. Поэтому
в силу предложения 1.1 классы σ↑(H) , δ↓(H) и σ+(H) также будут за-
мкнуты относительно операций объединения и пересечения. I

Определение 1.8. Если некоторая система множеств H такова, что
σ(H) = H, т. е. если H замкнута относительно операции счетного объ-
единения (соотв. δ↓(H) = H, т. е. система H замкнута относительно
операции счетного пересечения), то системаH называется σ-замкнутой
(соотв. δ-замкнутой).

Из этого определения и определений 1.3,1.4 вытекает, что σ-кольцо
(соотв. σ-алгебра) — это σ-замкнутое кольцо (соотв. σ-замкнутое ал-
гебра), а δ-кольцо (соотв. δ-алгебра) — это δ-замкнутое кольцо (соотв.
δ-замкнутая алгебра).

Предложение 1.3. Каждое σ-кольцо множеств H является δ-кольцом,
а каждая δ-алгебра является σ-алгеброй.

J Это предложение фактически получено выше. Пусть множество B =
∞⋂
n=1

Bn есть пересечение счетного числа множеств Bn ∈ H. Тогда, пола-

гая A =
∞⋃
n=1

Bn, получим B = A \
∞⋃
n=1

(A \Bn). Поэтому, если система H

является σ-кольцом, то B ∈ H и первое утверждение доказано. Второе
утверждение получается из закона двойственности. I

http://www.dgu.ru/
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Упражнения
1. Докажите следующие утверждения.

1) Множество всех интервалов (a, b) ⊂ R, включая пустое множе-
ство ∅, не являются полукольцом.

2) Множество всех отрезков [a, b] ⊂ R не являются полукольцом.
3) Совокупность всех открытых множеств в R не является полу-

кольцом.
(Здесь, как обычно, R означает множество всех действительных чи-
сел).

2. Докажите, что система

H = { [a, b) ⊂ R | −∞ < a < b < +∞} ∪ {∅}

является полукольцом, но не является кольцом.

3. Докажите, что при фиксированных a и b из R множество полуин-
тервалов вида [α, β) ⊆ [a, b), включая пустой полуинтервал [α, α),
является полуалгеброй с единицей E = [a, b).

4. Прямоугольником (= n-мерным прямоугольником) Π в евклидовом
пространстве Rn назовем множество всех точек x̄ = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

таких, что ai 6 xi 6 bi, или же множество точек, определяемое
указанными неравенствами, в которых некоторые (или все) знаки
6 заменены на <; возможность равенства ai = bi при каком-нибудь
значении i не исключается; в частности, пустое множество — тоже
прямоугольник.

http://www.dgu.ru/
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Доказать, что множество P = {Π} всех прямоугольников является
полукольцом, но не является кольцом.

5. Пусть H — система подмножеств множества X. Доказать следую-
щие утверждения.
1) Если H — система всех конечных подмножеств множества X, то

H является кольцом и H будет алгеброй тогда и только тогда,
когда X конечно.

2) Если X — бесконечное множество, а H — система всех не более
чем счетных его подмножеств, то
a) H является σ-кольцом;
b) H является σ-алгеброй тогда и только тогда, когда X — счет-

ное множество.

6. Пусть H — полукольцо (соотв. кольцо) и A ∈ H. Доказать, что
система

H ∩ A + {A ∩B |B ∈ H }
является полуалгеброй (соотв. алгеброй).

7. Доказать, что класс всех конечных объединений прямоугольников
евклидова пространства R2 (включая прямоугольники с бесконеч-
ными сторонами) представляет собой алгебру.

8. Привести пример последовательности множеств (En)∞n=1, для кото-
рой

Lim
n
En 6= Lim

n
En.
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Указание. Для последовательности (En)∞n=1 = (A,B,A,B, . . . ) имеем Lim
n
En =

A ∪B и Lim
n
En = A ∩B. I

9. Пусть X — множество и (En)∞n=1 — последовательность множеств
таких, что En ⊂ X для любого n. Доказать, что

X \ Lim
n
En = Lim

n
(X \ En).

10. Пусть (En)∞n=1 — последовательность множеств и (χn)∞n=1 — после-
довательность их характеристических функций. Доказать, что:
1) характеристической функцией множества Lim

n
En является функ-

ция lim sup
n→∞

χn, а характеристической функцией множества Lim
n
En

является функция lim inf
n→∞

χn;

2)
(
∃ Lim

n
En

)
⇐⇒

(
∃ lim
n→∞

χn

)
.

11. Пусть f : X → Y — отображение, где X и Y — данные множества,
а T — система множеств в Y и

f−1(T ) +
{
f−1(A) |A ∈ T

}
.

Доказать, что:
1) f−1(T ) — полукольцо (соотв. кольцо), если T — полукольцо (со-

отв. кольцо);
2) f−1(T ) — σ-алгебра, если T — σ-алгебра.
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§ 2. Порожденные классы множеств
Определение 2.1. Кольцом, порожденным системой подмножеств
H пространстваX, или минимальным кольцом, содержащим систему
H, называется следующий класс множеств:

r(H) +
⋂

K – кольцо,
K⊃H

K.

Замечание 2.1. Кольца, содержащие систему H, существуют; напри-
мер, 2X — кольцо и 2X ⊃ H. Кроме того, справедливо следующее утвер-
ждение.

Лемма 2.1. Пересечение произвольного семейства колец есть кольцо
(возможно, состоящее лишь из пустого множества).

J Пусть {Kα |α ∈ Λ } — семейство колец. Тогда

{A,B} ⊂
⋂
α∈Λ

Kα ⇒ ∀α ∈ Λ: {A,B} ⊂ Kα ⇒

⇒ ∀α ∈ Λ: {A ∪B,A \B} ⊂ Kα ⇒
⇒ {A ∪B,A \B} ⊂

⋂
α∈Λ

Kα.

Таким образом,
⋂
α∈Λ

Kα есть кольцо. I
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Отметим, что из леммы 2.1 следует, что класс r(H) из определе-
ния 2.1 есть кольцо и оно определено однозначно и зависит только от
системы множеств H.

Замечание 2.2. Утверждение леммы 2.1 справедливо для: а) алгебр,
б) σ-колец, в) σ-алгебр, г) монотонных классов.

Приведем несколько утверждений о свойствах операций в полуколь-
це множеств.

Предложение 2.1. Для любых элементов A,Bi (i = 1, . . . , n) полу-
кольца H найдутся такие Cj ∈ H, что

A \
n⋃
i=1

Bi =
m⊔
j=1

Cj.

J При n = 1 это утверждение вытекает из определения полукольца.
Далее рассуждаем по индукции. Поэтому предположим, что для числа
n утверждение верно и докажем его для случая n+ 1. По определению
полукольца

Cj \Bn+1 =

mj⊔
k=1

Cjk, где Cjk ∈ H.
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Отсюда мы имеем

A \
n+1⋃
i=1

Bi = A \

(
n⋃
i=1

Bi ∪Bn+1

)
=

(
A \

n⋃
i=1

Bi

)
\Bn+1 =

=

(
m⊔
j=1

Cj

)
\Bn+1 =

m⊔
j=1

(Cj \Bn+1) =
m⊔
j=1

mj⊔
k=1

Cj,k.

Таким образом, утверждение доказано для случая n+ 1. I

Следствие 2.1. Пусть H — полукольцо множеств, множества A,B1, . . . , Bn ∈
H, B1, . . . , Bn ⊂ A и B1, . . . , Bn попарно не пересекаются. Тогда най-

дутся такие множества Bn+1, . . . , Bm ∈ H, что A =
m⊔
i=1

Bi.

Предложение 2.2. Если H — полукольцо, то

σ(H) = σ+(H) = σ↑(H) и δ (H) = δ↓(H) .

J Ясно, что σ+(H) ⊂ σ(H). Покажем, что σ(H) ⊂ σ+(H). Если A =
∞⋃
n=1

An, An ∈ H, то A можно представить в виде A =
∞⊔
n=1

Bn, где мно-

жества Bn = An \
n−1⋃
i=1

Ai попарно не пересекаются. Кроме того, по пред-

ложению 2.1 мы имеем Bn =
mn⊔
i=1

Cni, где множества Cni ∈ H также

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 21 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

попарно не пересекаются. Поэтому A =
∞⊔
n=1

mn⊔
i=1

Cni и, следовательно,

σ(H) ⊂ σ+(H). Итак, σ(H) = σ+(H).
Остальные равенства получаются точно так же, как при доказатель-

стве предложения 1.1. I

Теорема 2.1. Если система множеств H является полукольцом, то
минимальное кольцо k = r(H) состоит из всех конечных объединений

A =
n⊔
i=1

Ai элементов AI ∈ H этого полукольца.

J Все множества вида A =
n⊔
i=1

Ai, где Ai ∈ H, принадлежат минималь-

ному кольцу k. Поэтому достаточно показать, что класс всех таких

множеств A является кольцом. Пусть A =
n⊔
i=1

Ai ∈ A и B =
m⊔
j=1

Bj ∈ A,

где Ai, Bj ∈ H. Тогда, применяя предложение 2.1, мы получим

A \B =
n⊔
i=1

(
Ai \

m⊔
j=1

Bj

)
=

n⊔
i=1

mi⊔
k=1

Cik,

где Cik ∈ H. Поэтому A \ B ∈ A. Так как A ∪ B = (A \ B) t B, то
A ∪ B ∈ A. Таким образом, этот класс множеств A является кольцом,
следовательно, в силу минимальности k = A. I
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Определение 2.2. Пусть H — некоторая система множеств в про-
странстве X. Пересечение всех σ-колец K ⊂ 2X , содержащих систему
H, т. е. класс

rσ(H) +
⋂

K – σ-кольцо,
K⊃H

K.

называется минимальным σ-кольцом, порожденным системой H.

Ясно, что rσ(H) определено однозначно и зависит только от системы
H и оно является σ-кольцом (см. замечание 2.2).

Так как каждое σ-кольцо является кольцом, то, очевидно,

r(H) ⊆ rσ(H) .

Определение 2.3. Пусть H ⊂ 2X — некоторая система множеств в
пространстве X. Пересечение всех монотонных (соотв. нормальных)
классов, содержащих систему H, т. е. класс

mσ(H) +
⋂

S – монот. класс,
H⊂S

S

(
соотв. nσ(H) +

⋂
S – норм. класс,

H⊂S

S
)

называется минимальным монотонным (соотв. минимальным нор-
мальным) классом множеств, содержащим систему H.
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Лемма 2.2. Пусть H — некоторая система множеств простран-
ства X. Тогда

mσ(H) ⊆ rσ(H) и nσ(H) ⊆ rσ(H) .

J Справедливость леммы следует из того, что σ-кольцо множеств од-
новременно является монотонным и нормальным классом (см. предло-
жение 1.1). I

Теорема 2.2 (Сакс). Пусть H — полукольцо множеств простран-
ства X. Тогда

rσ(H) = nσ(H) .

J Вначале покажем, что класс nσ(H) замкнут относительно опера-
ции пересечения. Обозначим через PA систему всех таких множеств
B ∈ nσ(H), что A ∩ B ∈ nσ(H). Если A ∈ H, то H ⊆ PA. Кроме то-
го, легко видеть, что δ↓(PA) = PA и σ+(PA) = PA. Следовательно,PA —
нормальный класс, содержащий полукольцо H. В силу минимальности
PA = nσ(H) при всех A ∈ H. Пусть теперь A ∈ nσ(H), тогда по дока-
занному H ⊆ PA. Рассуждая так же, как и выше, получим PA = nσ(H)
при всех A ∈ nσ(H). Таким образом, класс множеств nσ(H) замкнут
относительно операции пересечения. Отсюда вытекает δ-замкнутость
класса nσ(H).

Докажем замкнутость класса nσ(H) относительно операции разно-
сти. Обозначим через QA систему всех таких множеств B ∈ nσ(H),
что A \ B ∈ nσ(H) и B \ A ∈ nσ(H). Если A ∈ H, то B ∈ QA. Пусть
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B =
⋂
Bn и C =

⊔
Cn, где Bn, Cn ∈ QA и Bn+1 ⊆ Bn. Тогда

A \B =
∞⋃
n=1

(A \Bn) = (A \B1) t
∞⊔
n=2

(A \Bn) ∩Bn−1,

B \ A =
∞⋂
n=1

(Bn \ A), A \ C =
∞⋂
n=1

(A \ Cn), C \ A =
∞⊔
n=1

(Cn \ A).

Значит, B,C ∈ QA, а также, δ↓(QA) = QA и σ+(QA) = QA. Поэтому QA

— нормальный класс, содержащий полукольцо H. В силу минимально-
сти QA = nσ(H) при всех A ∈ H. Применяя аналогичные рассуждения,
нетрудно установить это равенство для всех A ∈ nσ(H). Отсюда класс
nσ(H) замкнут относительно операции разности.

Так как A∪B = (A \B)tB, то класс nσ(H) будет замкнутым отно-
сительно операции объединения. Значит, этот класс является кольцом
множеств. Поэтому в силу предложения 1.1 класс nσ(H) является σ-
кольцом. Таким образом, имеет место равенство nσ(H) = rσ(H). I

Следствие 2.2. Если H — кольцо, то rσ(H) = mσ(H).

J Так как каждое кольцо множеств является полукольцом, то в силу
предложения 1.1 в этом случае имеют место равенства

mσ(H) = nσ(H) = rσ(H) .

Следствие доказано. I
Поскольку мы часто будем иметь дело с некоторыми свойствами ал-

гебры и σ-алгебры множеств, кратко остановимся на них. Ниже через
Σ обозначаются алгебры множеств пространства X.

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 25 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

Множество всех алгебр (соотв. σ-алгебр) данного пространства мож-
но частично упорядочить, приняв, что алгебра (соотв. σ-алгебра) Σ1

меньше алгебры (соотв. σ-алгебры) Σ2, если Σ1 полностью содержится
в Σ2, т. е. Σ1 ⊂ Σ2.

Определение 2.4. Минимальная алгебра (соотв. минимальная σ-алгебра),
содержащая данную систему множеств H, называется алгеброй (соотв.
σ-алгеброй), порожденной системой множеств H, и мы обозначаем
ее символом Σ (H) (соотв. Σσ(H)). Таким образом,

Σ (H) =
⋂

Σ – алгебра,
H⊂Σ

Σ, Σσ(H) =
⋂

Σ – σ-алгебра,
H⊂Σ

Σ

(сравните с определением 2.1).

Очевидно, что пересечение любого множества σ-алгебр данного про-
странства тоже является σ-алгеброй, так как если множества Ak, (k =
1, 2, . . . ) принадлежат одновременно всем σ-алгебрам Σα, то по опреде-

лению σ-алгебры и их объединение
∞⋃
k=1

Ak принадлежит всем σ-алгебрам

Σα, т. е. из Ak ∈
⋂
α

Σα следует
∞⋃
k=1

Ak ∈
⋂
α

Σα.

Это, очевидно, справедливо и для алгебр множеств: пересечение лю-
бого множества алгебр данного пространства тоже является алгеброй.

Предложение 2.3. Для любого класса множеств H существует по-
рожденная им σ-алгебра Σσ(H).
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J Всегда существует σ-алгебра, содержащая данный класс множеств
H, например, σ-алгебра всех множеств данного пространства. Пересе-
чение всех σ-алгебр, содержащих H, и будет минимальной σ-алгеброй
Σσ(H), содержащей H. I

Очевидно, что это предложение справедливо и для алгебр: для лю-
бого класса множеств H существует порожденная им алгебра Σ (H).

Лемма 2.3. Любое счетное объединение множеств полуалгебры H
можно представить в виде счетного объединения попарно непересе-
кающихся множеств полуалгебры H.

J Пусть
(
An
)∞
n=1

— любая последовательность множеств полуалгебры
H (с единицей E). Очевидно, что

∞⋃
n=1

An = A1 t A2A1 t · · · t AnA1 . . . An−1 t · · · =
∞⊔
n=1

(
An

n−1⋂
k=1

Ak

)
,

где Ai = E \ Ai, AB + A ∩B; по определению полуалгебры

Ak =

Nk⊔
l=1

Akl.

Следовательно,

n−1⋂
k=1

Ak =

N1⊔
l1=1

· · ·
Nn−1⊔
ln−1=1

A1l1 . . . An−1,ln−1
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и
∞⋃
n=1

An =
∞⊔
n=1

N1⊔
l1=1

· · ·
Nn−1⊔
ln−1=1

AnA1l1 . . . An−1,ln−1 .

Так как по определению полуалгебры AnA1l1 . . . An−1,ln−1 ∈ H и мно-
жества AnA1l1 . . . An−1,ln−1 и AnA1h1 . . . An−1,hn−1 не пересекаются, если
хотя бы один из индексов h1, . . . , hn−1 не совпадает с соответствующим
индексом l1, . . . , ln−1, то последнее равенство доказывает лемму. I

Легко установить, что алгебра Σ (H), порожденная полуалгеброй H,
представляет собой множество всех конечных объединений множеств
полуалгебры H.

Предложение 2.4. Всякая σ-алгебра представляет собой монотон-
ный класс.

J Так как σ-алгебра содержит пределы монотонных последовательно-
стей входящих в нее множеств как счетные объединения и пересечения,
то любая σ-алгебра является монотонным классом. I

Предложение 2.5. Если монотонный класс M является алгеброй,
то он представляет собой σ-алгебру.

JПусть
(
An
)∞
n=1

— любая последовательность множеств изM , An ∈M .

Из того, что M — алгебра, следует Bn =
n⋃
k=1

Ak ∈ M ; при этом мно-

жества Bn образуют монотонно возрастающую последовательность. А
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так как M — монотонный класс, то он содержит и предел последова-
тельности Bn,

Lim
n
Bn =

∞⋃
n=1

Bn =
∞⋃
k=1

Ak ∈M.

Следовательно, все счетные объединения множеств изM принадлежат
M , т. е. M — σ-алгебра. I

Предложение 2.6. Монотонный класс mσ(Σ), порожденный алгеб-
рой множеств Σ, совпадает с σ-алгеброй Σσ(Σ), порожденной той
же алгеброй Σ, т. е. mσ(Σ) = Σσ(Σ).

J Так как σ-алгебра является монотонным классом, а mσ(Σ) — ми-
нимальный монотонный класс, содержащий алгебру Σ, то mσ(Σ) ⊂
Σσ(Σ). Если мы докажем, что mσ(Σ) представляет собой алгебру, то
по предложению 2.4mσ(Σ) будет σ-алгеброй, и из того, что Σσ(Σ) — ми-
нимальная σ-алгебра, содержащая Σ, будет следовать Σσ(Σ) ⊂mσ(Σ).
Из полученных двух включений будет следовать нужный результат
mσ(Σ) = Σσ(Σ). Таким образом, остается доказать, что mσ(Σ) — ал-
гебра.

Так как mσ(Σ) содержит алгебру Σ, то ∅ ∈ mσ(Σ) , X ∈ mσ(Σ),
где X — единица алгебры Σ, и остается доказать, что из A ∈ mσ(Σ)
вытекает A + X \ A ∈ mσ(Σ) и из A,B ∈ mσ(Σ) следует, что AB +
A ∩B ∈mσ(Σ).

Положим (
mσ(Σ)

)′
+
{
A |A ∈mσ(Σ) , A ∈mσ(Σ)

}
.
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Очевидно, что Σ ⊂
(
mσ(Σ)

)′. Пусть
(
An
)∞
n=1

— любая монотонная
последовательность множеств класса

(
mσ(Σ)

)′. Так как
(
mσ(Σ)

)′ ⊂
mσ(Σ), то An ∈mσ(Σ) и A = Lim

n
An ∈mσ(Σ). Но при этом An ∈mσ(Σ)

и последовательность множеств
(
An
)∞
n=1

также монотонная. Следо-
вательно, A = Lim

n
An ∈ mσ(Σ) и A = Lim

n
An ∈ mσ(Σ), т. е. A ∈(

mσ(Σ)
)′. Таким образом,

(
mσ(Σ)

)′ — монотонный класс, содержа-
щий алгебру Σ. А так как mσ(Σ) — минимальный монотонный класс,
содержащий Σ, то

(
mσ(Σ)

)′
= mσ(Σ), т. е. mσ(Σ) замкнут относитель-

но операции дополнения.
Чтобы доказать замкнутость mσ(Σ) относительно конечных пересе-

чений, определим для любого множества A ∈mσ(Σ) класс множеств(
mσ(Σ)

)
A
+ {B |B ∈mσ(Σ) , AB ∈mσ(Σ) } .

Совершенно так же, как в случае
(
mσ(Σ)

)′, доказывается, что (mσ(Σ)
)
A

— монотонный класс. Очевидно, что если B ∈
(
mσ(Σ)

)
A
, то A ∈(

mσ(Σ)
)
B
. Но для любого A ∈ Σ имеем Σ ⊂

(
mσ(Σ)

)
A
. Следова-

тельно,
(
mσ(Σ)

)
A

= mσ(Σ), так как mσ(Σ) — минимальный моно-
тонный класс, содержащий Σ. Поэтому любое множество B ∈ mσ(Σ)
принадлежит и классу

(
mσ(Σ)

)
A
, B ∈

(
mσ(Σ)

)
A
, если A ∈ Σ. А так

как при этом A ∈
(
mσ(Σ)

)
B
, то Σ ⊂

(
mσ(Σ)

)
B

и, следовательно,(
mσ(Σ)

)
B

= mσ(Σ) для любого множества B ∈ mσ(Σ). Таким обра-
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зом, mσ(Σ) замкнут относительно операций дополнения и конечных
пересечений и содержит ∅ и X, т. е. представляет собой алгебру. I

Упражнения
1. Доказать, что утверждения замечания 2.2 верны.

2. Пусть H! и H2 — две системы множеств пространства X. Доказать,
что:
1) H1 ⊂ H2 ⊂ Σ (H1) =⇒ Σ (H1) = Σ (H2),
2) H1 ⊂ H2 ⊂ Σσ(H1) =⇒ Σσ(H1) = Σσ(H2).

3. Пусть H — некоторая система множеств пространства X и B ⊂ X.
Доказать, что

rσ(H ∩B) = rσ(H) ∩B.
Здесь для класса множеств M M ∪B + {A ∩B |A ∈M }.

4. Проверить, что Σσ(Σσ(H)) = Σσ(H).

5. Пусть H = {A1, . . . , An} — конечная система подмножеств множе-
ства X. Доказать, что:
1) Σ (H) содержит не более 22n множеств;
2) Σ (H) = Σσ(H).
Указание. 1) Рассмотреть все множества вида

Â1 ∩ Â2 ∩ · · · ∩ Ân,

где при каждом i = 1, . . . , n множество Âi равно Ai или X \Ai. I
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6. Покажите, что алгебру множеств можно определить как класс мно-
жеств, содержащий дополнения и попарные пересечения принадле-
жащих ему множеств.

§ 3. σ-алгебры борелевских множеств.
Произведение систем множеств

Пусть (X, τ) — хаусдорфово топологическое пространство, в част-
ности, метрическое пространство (X, ρ). Все подмножества простран-
ства (X, τ) можно разделить на три семейства: семейство замкнутых
множеств, семейство открытых множеств и семейство всех оставшихся
множеств. Кроме того, мы знаем, что пересечение счетного множества
открытых множеств не обязательно открыто, так же как и объединение
счетного числа замкнутых не обязательно замкнуто. Все подмноже-
ства пространства (X, τ), которые могут быть получены из открытых,
а также из замкнутых подмножеств пространства X с помощью взя-
тия счетных объединений, пересечений и дополнения, особенно важны
с топологической точки зрения, и семейство таких подмножеств заслу-
живает особого внимания, например, в теории меры и, следовательно,
в теории интегрирования.
Определение 3.1. Семейством борелевских множеств в топологи-
ческом пространстве (X, τ) называется наименьшее семейство B под-
множеств пространства (X, τ), удовлетворяющее следующим услови-
ям:
(i) семейство B содержит все открытые подмножества пространства

(X, τ), т. е. τ ⊂ B;
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(ii) если A ∈ B, то X \ A ∈ B;

(iii) если Ai ∈ B для i = 1, 2, . . . , то
∞⋃
i=1

B.

Существование наименьшего семейства B, удовлетворяющего сфор-
мулированным условиям, следует из того простого соображения, что
семейство всех подмножеств пространства X удовлетворяет условиям
(i) – (iii) и что для любой совокупности семейств, удовлетворяющих
(i) – (iii), общая часть всех семейств в данной совокупности есть се-
мейство, удовлетворяющее указанным условиям. Следовательно, се-
мейство борелевских множеств в X можно было бы определить как
общую часть всех семейств J, удовлетворяющих условиям (i) – (iii).

Заметим, что в определении борелевских множеств условие (i) может
быть заменено условием

(i)′ семейство B содержит все замкнутые подмножества простран-
ства X,
а условие (iii) может быть заменено условием

(iii)′ если Ai ∈ B, i = 1, 2, . . . , то
∞⋂
i=1

Ai ∈ B.

В самом деле, объединение условий (i)′ и (ii) эквивалентно объедине-
нию условий (i) и (ii), а объединение условий (ii) и (iii)′ эквивалентно
объединению условий (ii) и (iii).

Итак, семейством борелевских множеств B топологического про-
странства (X, τ) называется наименьшая σ-алгебра, содержащая все
открытые (или, эквивалентно, все замкнутые) подмножества данного
топологического пространства (X, τ), а множества из B называются
борелевскими множествами пространства (X, τ).
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Отметим также, что ∀A,B ∈ B : A \B ∈ B, ибо A \B = A∩ (X \B).
Отсюда видно, что условие (ii) в определении 3.1 эквивалентно условию
(ii)′: ∀A,B ∈ B : A \B ∈ B.

Возникает вопрос, существуют ли подмножества пространства X, не
являющиеся борелевскими множествами. Очевидно, что ответ зависит
от пространства X. Так, например, все подмножества дискретного то-
пологического пространства суть борелевские множества. Однако, во-
обще говоря, в топологических пространствах существуют множества,
не являющиеся борелевскими (см., например, [2]).

Теория борелевских множеств является хорошо разработанной ча-
стью общей топологии, но, чтобы получить интересные и глубокие ре-
зультаты о борелевских множествах, следует ограничить класс рас-
сматриваемых топологических пространств (см., например, [2, 11]).

Определение 3.2. Говорят, что множество A ⊆ X имеет тип Fσ (=
является Fσ-множеством) и пишут A ∈ Fσ, если оно представляет-

ся в виде счетного объединения A =
∞⋃
n=1

An замкнутых множеств An

топологического пространства (X, τ). Говорят, что множество B ⊆ X
имеет тип Gδ (= является Gδ-множеством) и пишут B ∈ Gδ, если

оно представляется в виде счетного пересечения B =
∞⋂
n=1

Bn открытых

множеств Bn ∈ τ топологического пространства (X, τ).

Предложение 3.1. В произвольном хаусдорфовом топологическом про-
странстве (X, τ) справедливы следующие утверждения.

a) Дополнение Fσ-множества является Gδ-множеством, и наоборот.
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b) Пересечение двух Fσ-множеств есть опять Fσ-множество, а объ-
единение двух Gδ-множеств есть Gδ-множество.

c) Счетное объединение (соотв. пересечение) Fσ-множеств (соотв.
Gδ-множеств) есть Fσ-множество (соотв. Gδ-множество).

J a) Если A =
∞⋃
i=1

Ai, где Ai, i = 1, 2, . . . — замкнутые множества

(соотв. B =
∞⋂
i=1

Bi, где Bi, i = 1, 2, . . . — открытые множества), то

множествоX\A =
∞⋂
i=1

(X\Ai) —Gδ-множество (соотв.X\B =
∞⋃
i=1

(X\Bi)

— Fσ-множество).

b) Пусть A и B — Fσ-множества, т. е. A =
∞⋃
i=1

Ai, B =
∞⋃
j=1

Bj, где

Ai, Bj, i, j = 1, 2, . . . — замкнутые множества. Тогда множество

A ∩B =
∞⋃

i,j=1

(Ai ∩Bj)

является Fσ-множеством. Подобным образом объединение двух Gδ-
множеств является Gδ-множеством.

Утверждение c) очевидно. I
Множество всех рациональных чисел является Fσ-множеством на ве-

щественной прямой R. Тот факт, что оно не является Gδ-множеством,
не столь очевиден (см., например, [2]).
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Итак, множества типов Fσ и Gδ входят в систему борелевских мно-
жеств B, а все конечные пересечения и счетные объединения множеств
типа Fσ являются множествами типа Fσ. Также все конечные объеди-
нения и счетные пересечения множеств типа Gδ являются множествам
типа Gδ.

Следующие при предложения мы устанавливаем в случае, когда ис-
ходное пространство является метрическим (X, ρ).

Предложение 3.2. В метрическом пространстве каждое замкну-
тое множество A является множеством типа Gδ, а каждое от-
крытое множество B является множеством типа Fσ.

J Пусть (X, ρ) — метрическое пространство. Каждое замкнутое мно-

жество A может быть представлено в виде пересечения A =
∞⋂
n=1

Bn

открытых множеств

Bn =

{
x ∈ X | ρ(x,A) <

1

n

}
.

Отсюда, переходя к дополнениям, сразу получим, что открытое мно-
жество B представляется в виде объединения замкнутых множеств.
I

Определение 3.3. Множества, которые имеют одновременно тип Fσ
и Gδ, называются двусторонними борелевскими множествами.

Например, такими множествами являются все замкнутые и откры-
тые множества, а также их разности.
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Предложение 3.3. Пусть множество A =
∞⋃
i=1

Ai есть объединение

множеств Ai ∈ Fσ. Тогда найдутся такие непересекающиеся множе-

ства Bi ∈ Fσ, что Bi ⊆ Ai и A =
∞⊔
i=1

Bi.

J Счетное объединение множеств типа Fσ является множеством типа

Fσ, поэтому A =
∞⋃
j=1

Cj, где Cj замкнуты, при этом каждое множество

Cj содержится в некотором Ai. Так как множества Dk +
k⊔
j=1

Cj также

замкнуты, то множества D′k + Dk \ Dk−1 будут иметь тип Fσ. Пусть
Bi является объединением тех множеств D′k, которые содержатся в Ai.
Поскольку множества D′k не пересекаются, то множества Bi также не
пересекаются и имеют тип Fσ. При этом ясно, что их объединение равно

A =
∞⋃
i=1

Bi. I

Предложение 3.4. Пусть множество C =
∞⋂
i=1

Ci есть пересечение

множеств Ci ∈ Gδ. Тогда найдутся такие множества Di ∈ Gδ, что

Ci ⊆ Di и C =
∞⋂
i=1

Di.

J Применим предложение 3.3 к множествам Ai + X \ Ci и A = X \ C.

Тогда A =
∞⊔
i=1

Bi, где множества Bi ⊆ Ai не пересекаются и имеют тип
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Fσ. Поэтому множества Di + X \Bi имеют тип Gδ и при этом

Ci = X \ Ai ⊆ Di и C = X \ A =
∞⋂
i=1

Di. I

Напомним, что если X и Y — какие-нибудь два множества (необяза-
тельно подмножества одного пространства), то декартовым произве-
дением X на Y называется множество всех упорядоченных пар (x, y),
где x ∈ X, y ∈ Y ; оно обозначается символом X × Y . Таким образом,

X × Y + { (x, y) |x ∈ X, y ∈ Y } .

Простейшим примером декартова произведения служит координат-
ная плоскость, которую можно рассматривать как произведение коор-
динатных осей.

Определение 3.4. Пусть A ⊆ X и B ⊂ Y . Произведение

A×B + { (x, y) |x ∈ A, y ∈ B }

называется прямоугольником в X × Y , а сами множества A и B —
сторонами этого прямоугольника. (Заметим, что в случае плоскости
мы отклоняемся от классической терминологии, согласно которой A×
B будет называться прямоугольником только в том случае, когда A и
B представляют собой промежутки).

Лемма 3.1 (Свойство прямоугольников).
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a)
(
A×B = ∅

)
⇐⇒

(
A = ∅ или B = ∅

)
.

b)
(
A1 ×B1 ⊆ A2 ×B2

)
⇐⇒

(
A1 ⊆ A2 и B1 ⊆ B2

)
.

c)
(
A1 ×B1 = A2 ×B2

)
⇐⇒

(
A1 = A2 и B1 = B2

)
.

J Доказательство очевидно. I

Предположим, что в пространстве X задана система множеств S, а
в пространстве Y задана система множеств D.
Определение 3.5. Произведением S×D систем множеств S и D на-
зывается совокупность всех прямоугольников A × B в пространстве
X × Y , у которых A ∈ S и B ∈ D. Таким образом,

S×D + {A×B |A ∈ S, B ∈ D } .

Обозначим через S⊗D = r(S×D) минимальное кольцо, порожден-
ное системой S×D, и через S∗D = rσ(S×D) минимальное σ-кольцо,
порожденное системой S×D.
Теорема 3.1. Если системы множеств S и D являются полуколь-
цами соответственно в пространствах X и Y , то их произведение
S×D будет полукольцом в пространстве X × Y .

J Для доказательства замкнутости произведения S × D относитель-
но операции пересечения множеств достаточно проверить следующее
простое равенство:

(A1 ×B1) ∩ (A2 ×B2) = (A1 ∩B1)× (A2 ∩B2).
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Из этого равенства вытекает также, что пересечение конечного числа
прямоугольников из S×D принадлежит S×D.

Разность двух прямоугольников может быть представлено в виде

(A1 ×B1) \ (A2 ×B2) = (A1 \ A2)×B1 t (A1 ∩ A2)× (B1 \B2).

Так как по свойству полукольца разность элементов равна

A1 \ A2 =
n⊔
i=1

Ci, B1 \B2 =
m⊔
j=1

Dj,

где Ci ∈ S и Dj ∈ D, то отсюда получим равенство

(A1 ×B1) \ (A2 ×B2) =
n⊔
i=1

Ci ×B1 t
m⋂
j=1

(A1 ∩ A2)×Dj.

Таким образом, разность двух прямоугольников является суммой непе-
ресекающихся прямоугольников. I

Следствие 3.1. Если S и D — полукольца, то σ-кольцо S∗D совпа-
дает с минимальным нормальным классом, порожденным системой
S×D.

J Так как система S×D является полукольцом множеств, то по тео-
реме Сакса (стр. 23) мы получим равенство

S⊗D = rσ(S×D) = nσ(S×D) ,
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которое и доказывает следствие. I

Теперь остановимся на расширении множества вещественных чисел.
Как известно, к множеству действительных чисел R обычно добав-

ляют бесконечные числа ±∞. Основной причиной введения бесконеч-
ных чисел было желание обеспечить существование верхней и нижней
граней у каждого множества действительных чисел, а также существо-
вание предельной точки у каждого бесконечного множества действи-
тельных чисел. Далее через

R+ [−∞,+∞] = {x | −∞ 6 x 6∞}

будем обозначать расширенную совокупность всех действительных чи-
сел, включая бесконечные числа ±∞. При этом предполагается, что
вычисления с бесконечными числами производятся согласно следую-
щим правилам арифметических действий:

x±∞ = ±∞+ x =
{ ±∞ при −∞ < x < +∞,
±∞ при x = ±∞,

x · (±∞) = (±∞) · x =

{
±∞ при 0 < x < +∞,
0 при x = 0,
∓∞ при −∞ 6 x < 0,

x :∞ = x/±∞ =
{ ±∞, при 0 < x < +∞,
∓∞, при −∞ < x < 0.

Определим для бесконечных чисел модуль | ±∞| =∞ и степени:

(±∞)0 = 1; (±∞)x = ±∞ и (±∞)−x = 0 при 0 < x < +∞.
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Множество Rявляется компактным метрическим пространством отно-
сительно метрики

ρ(x, y) = | arctg x− arctg y|, arctg(±∞) = ±π/2.

Система всех борелевских множеств метрического пространства R
обозначается через B. По определению система B есть минимальная
σ-алгебра, порожденная открытыми или замкнутыми множествами из
R . Система множеств B содержит все интервалы (a, b), отрезки [a, b],
полуинтервалы (a, b] и [ a, b). Поэтому в систему борелевских множеств
включаются любые промежутки, а также их конечные или счетные
объединения и пересечения.

Определение 3.6. Если Σ есть σ-алгебра с единицейX, то пара (X,Σ)
называется измеримым пространством, а множества из Σ называются
Σ-измеримыми или просто измеримыми.

Измеримое пространство (X,Σ), где X — топологическое простран-
ство, а Σ — σ-алгебра всех борелевских множеств пространства X,
часто обозначается через B(X). Так, например, B(R) + (R,Σ) (соотв.
B(R) + (R,Σ)), где Σ — σ-алгебра всех борелевских множеств про-
странства R (соотв. R).

Упражнения

1. Докажите лемму 3.1.
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2. Докажите, что если H1 — некоторое кольцо подмножеств множества
X1, а H2 — некоторое кольцо подмножеств множества X2, то класс
H всевозможных конечных объединений непересекающихся прямо-
угольников вида A × B, где A ∈ H1, B ∈ H2, представляет собой
кольцо.

3. Докажите, что
B =

⋂
A – σ-алгебра,

A⊃τ

A,

гдеB— семейство борелевских множеств топологического простран-
ства (X, τ).

4. Докажите, что подмножества дискретного топологического простран-
ства являются борелевскими.

5. Пусть E1 = A1 × B1, E2 = A2 × B2, E = A × B — непустые прямо-
угольники. Докажите, что E1 и E2 не пересекаются и объединение
их равно E тогда и только тогда, когда выполнено одно из следую-
щих условий: либо A1 ∪ A2 = A, A1 ∩ A2 = ∅ и B1 = B2 = B, либо
B1 ∪B2 = B, B1 ∩B2 = ∅ и A1 = A2 = A.
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Глава II
Элементы общей теории

конечно аддитивной и счетно
аддитивной функции

множества

Пусть X (6= ∅) — некоторое множество, H ⊂ 2X — некоторый класс
(= семейство) множеств, а Y — либо банахово пространство, которое
может быть полем скаляров K (= R или C), либо расширенная прямая
R (+ [−∞,+∞]).

Объектом изучения в этой главе являются функции множества (со-
43
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кращенно ф.м.) вида
µ : H → Y,

удовлетворяющие некоторым специальным требованиям. Реальными
примерами таких функций являются объем, определенный для неко-
торых классов множеств в пространстве X = Rn (n > 1), заряд частей
пространства в электрическом поле и т.д. Специальные требования,
предъявляемые к функциям множества µ, вызваны как с переносом в
абстрактную ситуацию свойств реальных функций множества, так и с
математическими потребностями.

В случае, когда µ : H → R (R не является векторным пространством,
так как сумма +∞+ (−∞) не определена), мы условимся считать, что
µ содержит самое большее одно из несобственных значений: +∞ или
−∞.

§ 1. Конечно аддитивные функции
множества (сокращенно а. ф. м.)

Функции множества, встречающиеся в геометрии и физике, облада-
ют одним характерным свойством: при объединении конечного чис-
ла попарно непересекающихся множеств их значения суммируются.
Это свойство функций множества называется аддитивностью. Поэто-
му естественно при изучении функций множества ограничиться функ-
циями, обладающими этим свойством. Но для этого необходимо огра-
ничить класс возможных пространств значений функций множества
линейными (= векторными) пространствами.
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Определение 1.1. Пусть Y — либо линейное пространство, либо (−∞,+∞]
или [−∞,+∞), аH ⊂ 2X — некоторый класс множеств. Ф.м. µ : H → Y
называется конечно аддитивной или просто аддитивной (сокращенно
а.ф. м.), если µ(∅) = 0 при условии ∅ ∈ H и

µ
( n⊔
k=1

An

)
=

n∑
k=1

µ(An)

для каждой конечной системы {A1, . . . , An} ⊂ H дизъюнктных мно-
жеств, объединение которых принадлежит H.

Простейшими примерами а.ф. м. являются функции

µ(J) + b− a, где J ∈ H + { [a, b) | 0 6 a < b < 1 }

и
µ(A) + χA(x), где x ∈ Rn (n ∈ N)

— фиксированная точка, а A ∈ 2Rn или A ∈ B(Rn). Ф.м. χA(x) назы-
вается мерой Дирака, сосредоточенной в точке x, и обозначается сим-
волом δx(A).

Интеграл Римана

µ(A) =

∫
A

f dx,

распространенный на измеримые по Жордану множества A ⊂ Rn, яв-
ляется а.ф. м.
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Определение 1.2. Пусть µ — ф.м., определенная на алгебре Σ ⊂ 2X

с единицей S ⊆ X и принимающая значения из линейного нормиро-
ванного пространства Y или из R . Тогда для каждого E ∈ Σ полная
вариация µ на E, обозначаемая через v (µ,E), по определению, равна

v (µ,E) + sup
n∑
i=1

|µ(Ei)|,

где верхняя грань берется по всем конечным системам {Ei} попарно
непересекающихся множеств из Σ таких, что Ei ⊆ E.

Итак,

v (µ,E) + sup
{ n∑

i=1

|µ(Ei)| :
n⊔
i=1

Ei ⊂ E, Ei ∈ Σ
}
.

(Здесь |µ(A)| означает норму элемента µ(A) ∈ Y , если Y — линейное
нормированное пространство. Если µ(A) = ±∞, то |µ(A)| = +∞).

Определение 1.3. Ф.м. µ называется функцией ограниченной вари-
ации, если v (µ, S) < ∞, и ограниченной вариации на множестве E,
если v (µ,E) <∞.

Очевидно, что v (ν, S) = 0 ⇔ µ = 0 на Σ. Далее, если µ : Σ→ [0,+∞]
и µ — а.ф. м., то

∀E ∈ Σ: v (µ,E) = µ(E).
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Лемма 1.1. Если а. ф.м. µ : Σ → K, где Σ — алгебра множеств с
единицей S, ограничена, т. е.

sup
E∈Σ
|µ(E)| <∞,

то она является функцией ограниченной вариации, причем

v (µ, S) < 4 sup
E∈Σ
|µ(E)|.

J По условию
∃M > 0 ∀E ∈ Σ: |µ(E)| 6M.

Если µ — вещественная функция, то для каждой конечной системы
{E1, . . . , En} дизъюнктных множеств из Σ имеем

n∑
i=1

|µ(Ei)| =
∑+

µ(Ei)−
∑−

µ(Ei) = µ
(⊔+

Ei

)
− µ

(⊔−
Ei

)
,

где
∑+ и

⊔+ (
∑− и

⊔−) относятся к тем i, для которых µ(Ei) > 0
(µ(Ei) 6 0).

Таким образом,

v (µ, S) = sup
A,B∈Σ

{
µ(A)− µ(B)

}
6 2M.
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Если µ — комплексная функция, то ее вещественная µ1 = Reµ и мни-
мая µ2 = Imµ части являются вещественными а.ф. м. на Σ, абсолют-
ные значения которых не превосходят M . Поэтому

v (µ, S) = sup
n∑
i=1

|µ(Ei)| = sup
n∑
i=1

√
|µ1(Ei)|2 + |µ2(Ei)|2 6

6 sup
n∑
i=1

|µ1(Ei)|+ sup
n∑
i=1

|µ2(Ei)| 6 4M. I

Лемма 1.2. Полная вариация а. ф.м. µ : Σ → Y (или R +), где Σ —
алгебра подмножеств с единицей S ⊆ X, также аддитивна на Σ.

J Пусть E,F ∈ Σ, E ∩ F = ∅. Пусть, далее, {Ai} — такая конечная
система попарно непересекающихся множеств из Σ, что Ai ⊆ E t F .
Положим Ei = EAi, Fi = FAi. Тогда, учитывая аддитивность µ и
определение полной вариации µ на множестве, получим∑

|µ(Ai)| =
∑
|µ(Ei t Fi)| 6

∑(
|µ(Ei)|+ |µ(Fi)|

)
=

=
∑
|µ(Ei)|+

∑
|µ(Fi)| 6 v (µ,E) + v (µ, F )

и, следовательно,

v (µ,E t F ) 6 v (µ,E) + v (µ, F ) . (∗)
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Отсюда ясно, что если v (µ,E t F ) =∞, то

v (µ,E t F ) = v (µ,E) + v (µ, F ) .

Далее, если v (µ,E t F ) < ∞, то в силу того, что v (µ,E) и v (µ, F )
не превосходят v (µ,E t F ), имеем v (µ,E) < ∞ и v (µ, F ) < ∞. По-
этому существуют такие конечные системы {Ej} и {Fj} дизъюнктных
множеств из Σ, что Ej ⊆ E, Fj ⊆ F и

v (µ,E) 6
∑
|µ(Ej)|+ ε,

v (µ,E) 6
∑
|µ(Fj)|+ ε.

Следовательно,

v (µ,E) + v (µ, F ) 6 v (µ,E t F ) + 2ε.

Ввиду произвольности ε > 0 v (µ,E) + v (µ, F ) 6 v (µ,E t F ). Отсю-
да и из неравенства (∗) вытекает аддитивность относительно E ∈ Σ
функции v (µ,E). I

Итак, согласно леммам 1.1 и 1.2 имеем: 1) по произвольно заданной
функции множества µ : Σ→ Y (или R+), где Σ — алгебра подмножеств
с единицей S ⊆ X, а Y — линейное нормированное пространство, мож-
но определить (= построить) неотрицательную функцию множества
v (µ, ·) (т. е. полную вариацию функции µ) на Σ; 2) v (µ, ·) равна µ, если
µ сама неотрицательна и аддитивна; 3) v (µ, ·) аддитивна, если адди-
тивна µ; 4) v (µ, ·) ограничена, если ограничена и аддитивна µ.
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Отметим, что полная вариация v (µ, ·) важна тем, что она мажори-
рует µ в том смысле, что v (µ,E) > |µ(E)|. Также нетрудно видеть, что
v (µ, ·) является наименьшей из неотрицательных а.ф. м. λ, удовлетво-
ряющих неравенству λ(E) > |µ(E)| для всех E ∈ Σ.

Ограниченную аддитивную вещественную функцию множества µ мож-
но разложить на «положительную» и «отрицательную» части по ана-
логии с представлением функции f(·) в виде двух неотрицательных
функций: если f+(·) = 1

2

(
|f(·)| + f(·)

)
и f−(·) = 1

2

(
|f(·)| − f(·)

)
, то

f+ и f− неотрицательны и f = f+ − f−. Сначала введем следующее
определение.

Определение 1.4. Пусть µ — ограниченная аддитивная веществен-
ная функция множества, определенная на алгебре Σ с единицей S ⊆ X.
Верхней ( = положительной) вариацией µ+ и нижней (= отрица-
тельной) вариацией µ− функции µ называются функции множества,
определенные на Σ равенствами

µ+(E) =
1

2

{
v (µ,E) + µ(E)

}
,

µ−(E) =
1

2

{
v (µ,E)− µ(E)

}
.

Теорема 1.1 (разложение в смысле Жордана). Если µ — ограни-
ченная аддитивная вещественная функция множества, определенная
на некоторой алгебре Σ с единицей S ⊆ X, то для каждого E ∈ Σ

µ+(E) = sup
F⊆E

µ(F ), µ−(E) = − inf
F⊆E

µ(F ), F ∈ Σ.
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Функции множества µ+ и µ− аддитивны, неотрицательны и для
каждого E ∈ Σ

µ(E) = µ+(E)− µ−(E), v (µ,E) = µ+(E) + µ−(E).

J Если F ⊆ E, E, F ∈ Σ, то E = (E \ F ) t F и, следовательно,

2µ(F ) = µ(F ) + µ(E)− µ(E \ F ) 6 µ(E) + |µ(F )|+ |µ(E \ F )| 6
6 µ(E) + v (µ,E) = 2µ+(E).

Таким образом,
sup
F⊆E

µ(F ) 6 µ+(E). (1.1)

С другой стороны, пусть ε > 0 и E1, . . . , En — попарно непересекаю-
щиеся множества из Σ такие, что⊔

Ei = E и
∑
|µ(Ei)| > v (µ,E)− ε.

Тогда в обозначениях леммы 1.1

2µ+(E)− ε = v (µ,E) + µ(E)− ε 6
∑
|µ(Ei)|+ µ(E) =

= µ
(⊔+

Ei

)
− µ

(⊔−
Ei

)
+
[
µ
(⊔+

Ei

)
+ µ
(⊔−

Ei

)]
=

= 2µ
(⊔+

Ei

)
6 2 sup

F⊆E
µ(F ).
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Так как ε > 0 произвольно, то

µ+(E) 6 sup
F⊆E

µ(F ),

откуда и из неравенства (1.1) получим µ+(E) = sup
F⊆E

µ(F ).

Так как
µ− = (−µ)+,

то
µ−(E) = − inf

F⊆E
µ(F ).

Остальные утверждения теоремы легко вытекают из определений. I

Следствие 1.1. Любая комплексная ограниченная аддитивная функ-
ция множества µ может быть выражена через неотрицательные
аддитивные функции множества следующим равенством, справедли-
вым для произвольного E ∈ Σ:

µ(E) = (Reµ)+ (E)− (Reµ)− (E) + i
[

(Imµ)+ (E)− (Imµ)− (E)
]
.

J Очевидно, что

∀E ∈ Σ: µ(E) = (Reµ) (E) + i (Imµ) (E),

а функции Reµ и Imµ ограничены и аддитивны. Применив к Reµ и
Imµ теорему Жордана, получим справедливость утверждения след-
ствия. I
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Лемма 1.3. (Простейшие свойства неотрицательной
а.ф. м.). Пусть µ : H → R+ — а.ф.м., H — некоторая система мно-
жеств пространства X. Справедливы следующие утверждения.

1) Если H — полукольцо или полуалгебра, то µ(∅) = 0.

2) Если H — полукольцо или полуалгебра, то

∀
(
{A,B} ⊂ H, A ⊂ B

)
: µ(A) 6 µ(B)

(свойство монотонности µ).

3) Если H — кольцо или алгебра, то

∀
(
{A,B} ⊂ H, A ⊂ B, µ(A) <∞

)
: µ(B \ A) = µ(B)− µ(A).

4) Если H — кольцо или алгебра, а {A,B} ⊂ H и по крайней мере одно
из значений µ(A), µ(B) конечно, то

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B).

5) Если H — кольцо или алгебра, а {A,B1, . . . , Bn} ⊂ H и A ⊆
n⋃
k=1

Bk,
то

µ(A) 6
n∑
k=1

µ(Bk)

(свойство полуаддитивности µ).
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J 1) Так как функции множества, принимающие значение +∞ на каж-
дом множестве из H, не рассматриваются, то существует A ∈ H такое,
что µ(A) < +∞. Отсюда и из аддитивности µ получим

µ(A) = µ(A t∅) = µ(A) + µ(∅),

т. е. µ(∅) = 0.
2) Рассмотрим случай, когдаH — полуалгебра с единицейX (случай,

когда H — полукольцо рассматривается аналогично). Так как B = At[
(X\A)∩B

]
и X \A представляет собой конечное объединение попарно

непересекающихся множеств C1, . . . , CN ∈ H, X \ A =
N⊔
k=1

Ck, то B =

A t (B ∩ C1) t · · · t (B ∩ CN). А так как по определению полуалгебры
B ∩ C1, . . . , B ∩ CN ∈ H, то в силу аддитивности µ на H

µ(B) = µ(A) +
N∑
k=1

µ(B ∩ Ck) > µ(A).

3) Так как B \ A ∈ H и µ(B) = µ(A) + µ(B \ A), то µ(B \ A) =
µ(B)− µ(A).

4) Если µ(A) < +∞ или µ(B) < +∞, то согласно утверждению 2)
данной леммы

µ(A ∩B) < +∞.
Кроме того,

A ∩B =
[
A \ (A ∩B)

]
tB,
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откуда с помощью аддитивности µ и утверждения 3) данной леммы
получим

µ(A ∪B) = µ
[
A \ (A ∩B)

]
+ µ(B) =

= µ(A)− µ(A ∩B) + µ(B).

5) С помощью утверждения 2) данной леммы и аддитивности имеем

µ(A) 6 µ
( n⋃
k=1

Bk

)
= µ

(
B1 t (B2 \B1) t · · · t

(
Bn \

n−1⋃
k=1

Bk

))
=

= µ(B1) + µ(B2 \B1) + · · ·+ µ
( n−1⋃
k=1

Bk

)
6

n∑
k=1

µ(Bk).

I

Замечание 1.1. Утверждения 1), 3) и 4) леммы справедливы и для
а.ф. м. µ : H → Y , где Y — линейное пространство.

Лемма 1.4. Пусть µ : H → R+ — конечно аддитивная функция мно-
жества, а H полукольцо или полуалгебра. Тогда µ счетно монотонна,
т. е.

если
∞⊔
i=1

Ai ⊆ A, где A,Ai ∈ H, то
∞∑
i=1

µ(Ai) 6 µ(A).
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J Положим

A \
n⊔
i=1

Ai =
m⊔
j=1

Bj,

где Bj ∈ H (см. предложение I. 2.1). Тогда

A =
n⊔
i=1

Ai t
m⊔
i=1

Bj

и в силу свойства конечной аддитивности и неотрицательности µ мы
получим неравенство

µ(A) =
n∑
i=1

µ(Ai) +
m∑
i=1

µ(Bj) >
n∑
i=1

µ(Ai).

Так как это неравенство справедливо для всех конечных n, то оно верно
и при n =∞. I

Определение 1.5. Пусть µ — положительная а.ф. м. со значениями
из расширенной области вещественных чисел, определенная на алгебре
Σ подмножеств множества S. Для произвольного подмножества E ⊂ S
число µ∗(E), по определению, полагается равным

µ∗(E) + inf {µ(F ) |F ∈ Σ, F ⊇ E } .

Лемма 1.5 (о свойствах ф.м. µ∗). Пусть µ — положительная а. ф.м.,
определенная на алгебре Σ подмножеств множества S и принимаю-
щая значения из расширенной области вещественных чисел. Тогда
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(a) µ∗(E) = µ(E), E ∈ Σ;

(b) µ∗(A ∪B) 6 µ∗(A) + µ∗(B), A,B ∈ Σ;

(c) µ∗(A) 6 µ∗(B), A ⊆ B ⊆ S.

J Если E ∈ Σ, F ∈ Σ и F ⊇ E, то µ(F ) = µ(E) + µ(F \ E), так что
µ(F ) > µ(E). Следовательно, µ∗(E) > µ(E). С другой стороны, так
как E ⊇ E, то µ(E) > µ∗(E), откуда вытекает (a). Чтобы доказать (b),
возьмем ε > 0, и пусть A1, B1 ∈ Σ, причем A1 ⊇ A, B1 ⊇ B и

µ(A1) 6 µ∗(A) +
ε

2
, µ(B1) 6 µ∗(B) +

ε

2
.

Тогда A1 ∪B1 ⊇ A ∪B и

µ∗(A ∪B) 6 µ(A1 ∪B1) + µ(A1 \B1) 6 µ(A1) + µ(B1) 6
6 µ∗(A) + µ∗(B) + ε.

Так как ε произвольно, то отсюда вытекает (b). Утверждение (c) непо-
средственно следует из определения µ∗. I

Определение 1.6. Пусть µ — а.ф. м., определенная на некоторой ал-
гебре подмножеств множества S. Подмножество N множества S назы-
вается нуль-множеством относительно функции µ, если v∗(µ,N) = 0,
где v∗ — введенное в определении 1.5 продолжение полной вариации v
функции µ.

Отметим, что из леммы 1.5 непосредственно вытекают следующие
утверждения:
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1) Каждое подмножество нуль-множества есть нуль-множество.

2) Каждое конечное объединение нуль-множеств есть нуль-множество.

Замечание 1.2. Множество, на котором µ равна нулю, не обязательно
является нуль-множеством, так как µ не обязана быть неотрицатель-
ной. С другой стороны, µ только конечно аддитивна, следовательно,
она не обязательно σ-аддитивна (см. § 2). В тех случаях, когда µ > 0 и
σ-аддитивна, наряду с термином «нуль-множество» применяется так-
же термин «множество нулевой меры» (см. § 3).

Приведем некоторые понятия, связанные с понятием нуль-множества.
Говорят, что некоторое утверждение относительно точек из S вы-

полняется почти всюду относительно µ, или, для краткости, просто
почти всюду (сокращенно, п.в.), или для почти всех s ∈ S, если оно
справедливо для всех s, за исключением, возможно точек, принадле-
жащих некоторому нуль-множеству. Таким образом, если lim

n
fn(s) =

f(s), s ∈ S \N , где N — нуль-множество, то мы говорим, что последо-
вательность (fn) сходится к f почти всюду на S.

Кроме выражения «почти всюду относительно µ», существуют дру-
гие выражения, связанные с понятием нуль-множества и используе-
мые для функций f , определенных на S и таких, для которых особый
интерес представляет их области значений. Именно, если существует
нуль-множество N такое, что сужение функции f на множество S \N
ограничено, то f называется существенно ограниченной относитель-
но µ или, просто, существенно ограниченной. Величина

inf
N

sup
s∈S\N

|f(s)|,
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где N пробегает совокупность всех нуль-множеств из S, называется
существенной верхней гранью для |f(·)| относительно µ и обозначается

Vraisup
µ

|f(s)|.

Если для некоторого нуль-множества N область значений сужения f
на множество S \ N сепарабельна, то функция f называется почти
сепарабельной. Понятие компактной с точностью до нуль-множества
функции определяется аналогично.

В приведенном выше примере, где Σ порождается промежутками
J = [ a, b) , 0 6 a < b < 1, и µ(J) = b− a, мы видим, что каждое конеч-
ное множество точек, а также каждая сходящаяся последовательность
точек, принадлежащих [ 0, 1], является нуль-множеством.

Упражнения

1. Построить пример полукольца H и такой функции µ : H → [ 0,+∞),
что для любых A,B ∈ H и C = A t B ∈ H выполнено равенство
µ(C) = µ(A) + µ(B), но µ — не конечно аддитивная функция на H.
Указание. Положив X = {a1, a2, a3, a4}, а

H + {∅, {a1}, {a2}, {a3}, {a4}, {a1, a2}, X}

и µ(∅) = 0, µ(ai) = 1, i = 1, 2, 3, 4, µ({a1, a2}) = 2 и µ(X) = 5, получим

µ(X) = 5 6=
4∑
i=1

µ(ai) = 4. I
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2. Пусть µ : H → R+ — а.ф.м., где H — полукольцо. Доказать следу-
ющие утверждения.
a) Если A,B,A M B ∈ H и µ(A M B) = 0, то µ(A) = µ(B).
b) H1 + {A ∈ H |µ(A) = 0 } — полукольцо.
Указание. a) Используя соотношения

A \B = (A M B) ∩A ∈ H и A = (A \B) t (A ∩B)

и монотонность µ, получить µ(A \B) 6 µ(A M B) = 0 и µ(A) = µ(A ∩B).
Аналогично, µ(B) = µ(A ∩B).
b) Из µ(∅) = 0 ⇒ ∅ ∈ H1, а из A,B ∈ H1 и монотонности µ следует
µ(A∩B) 6 µ(A) = 0; это влечет A∩B ∈ H1. Если A и A1 из H и A1 ⊂ A,
то

A = A1 t
( n⊔
j=2

Aj

)
,

где Aj ∈ H для j = 2, 3, . . . , n. Отсюда и из монотонности µ получаем
µ(Aj) 6 µ(A) = 0, j = 2, . . . , n, поэтому все множества Aj принадлежат
H. I

3. ПустьH — кольцо и µ : H → [ 0,+∞] — а.ф.м. иH1 + {A ∈ H |µ(A) = 0 }.
Доказать, что H1 — кольцо.

4. Построить пример такой алгебры Σ с а.ф. м. µ : Σ→ R+, что систе-
ма

Σ1 = {A ∈ Σ |µ(A) = 0 }
не является алгеброй.
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Решение. Пусть H — полуалгебра всех промежутков |a, b| ⊆ [ 0, 1], вклю-
чая пустой, и

Σ +
{
A =

n⊔
i=1

Ji : Ji = |ai, bi| ∈ H
}

— минимальная алгебра, содержащая H, с а.ф. м.

µ(A) =

n∑
i=1

(bi − ai).

Тогда для любого a ∈ [ 0, 1] отрезок [ a, a] ∈ Σ1. Следовательно, если мы
предположим, что Σ1 имеет единицу E, то E = [ 0, 1]. Но µ([ 0, 1]) = 1,
поэтому [ 0, 1] /∈ Σ1, и мы пришли к противоречию. I

5. Пусть µ : H → [ 0,+∞) — а.ф.м., где H ⊂ 2X — кольцо. Доказать,
что для любых A1, A2, A3 из H справедливо равенство

µ(A1 ∪ A2 ∪ A3) = µ(A1) + µ(A2) + µ(A3)−
−µ(A1 ∩ A2)− µ(A1 ∩ A3)− µ(A2 ∩ A3)+

+µ(A1 ∩ A2 ∩ A3).

6. Пусть µ : Σ → [ 0,+∞) — а.ф.м., где Σ ⊂ 2X — алгебра с единицей
X, причем µ(X) = 1. Доказать утверждение: если {A1, . . . , An} ⊂ H
и

µ(A1) + · · ·+ µ(An) > n− 1,
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то

µ
( n⋂
k=1

Ak

)
> 0.

Указание. Предположим, что µ
( n⋂
k=1

Ak

)
= 0. Тогда

µ
(
X \

n⋂
k=1

Ak

)
= 1 = µ

( n⋃
k=1

(X \Ak)
)
6

n∑
k=1

µ(X \Ak) =

= n−
n∑
k=1

µ(Ak).

Получаем противоречие. I

7. Пусть n ∈ N фиксировано и H — полуалгебра всех n-мерных проме-
жутков (= прямоугольников) замкнутых, открытых и полуоткры-
тых, содержащихся в прямоугольнике

A + [ a, b] + [ a1, b1]× · · · × [ an, bn],

где ai, bi ∈ R, ai < bi, i = 1, n. Пусть, далее,

|α, β| + |α1, β1| × · · · × |αn, βn| ⊆ A,

где |αi, βi| (i = 1, . . . , n) — один из промежутков вида
[c, d] , [c, d) , (c, d] или (c, d) из R. Доказать, что функция
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µ
(
|α, β|

)
+

n∏
i=1

(βi − αi)

— а.ф. м. µ : H → [ 0,+∞).

8. Пусть Σ — алгебра некоторых подмножеств множестваX и {x1, x2, . . . , xn} ⊂
X — фиксированное конечное множество, причем для любого i =
1, . . . , n существует такое множество Ai ∈ Σ, что xi ∈ Ai, xj /∈ Ai
при i 6= j. Пусть, далее, каждой точке xi (i = 1, . . . , n) сопоставлено
число mi ∈ R, mi 6= 0. Определим µ : Σ→ R, полагая

∀A ∈ Σ: µ(A) +
∑

i : xi∈A

mi,

где суммирование распространяется на все те i, при которых xi ∈ A.
Доказать, что
a) µ — ограниченная а.ф. м.;

b) полная, верхняя и нижняя вариация µ задаются равенствами:

v (µ,A) =
∑

i : xi∈A

|mi|,

µ+(A) =
∑

i : xi∈A

m+
i , µ

−(A) =
∑

i : xi∈A

m−i ,
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где

m+
i +

{
mi, если mi > 0;
0, если mi < 0, m−i +

{
0, если mi > 0;
|mi|, если mi < 0,

9. ПустьH ⊂ 2R — полукольцо всех конечных промежутков |a, b| ⊂ R и
f : R→ R — неубывающая функция. Определим ф.м. νf : H → R+,
полагая

µf
(

[a, b)
)

= f(b− 0)− f(a− 0),

µf
(

(a, b]
)

= f(b+ 0)− f(a+ 0),

µf
(

(a, b)
)

= f(b− 0)− f(a+ 0),

µf
(

[a, b]
)

= f(b+ 0)− f(a− 0).

Доказать, что µf — а.ф.м., которая не зависит от значений f(t) в
точках разрыва функции f , она ограничена, если ограничена f на
R, а при f(t) = t на R µ + µt не ограничена на H и µ

(
{α}

)
=

µ
(
[α, α]

)
= 0 для всех α ∈ R.

10. ПустьH — полукольцо, состоящее из всех полуинтервалов вида [a, b)
из R. Пусть, далее, K — множество всех вещественных неотрица-
тельных а.ф. м. на H, а M — множество всех неубывающих функ-
ций на R и

M1 = { f ∈M | f(0) = 0 } .
Доказать следующие утверждения.
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a) Для каждой функции f ∈M функция µf : H → R+, где

∀ [a, b) ∈ H : µf
(

[a, b)
)
+ f(b)− f(a),

принадлежит K.
b) Для каждой а.ф. м. µ ∈ K функция

fµ(t) =

 µ
(
[ 0, t)

)
при t > 0;

0 при t = 0;
−µ
(
[ t, 0)

)
при t < 0

принадлежит K.
c) Между множествами K и M1 существует взаимно однозначное

соответствие.

11. Интеграл Римана

µ(A) +
∫
A

f dt,

распространенный на промежутки A числовой оси или на измери-
мые по Жордану области A конечномерного пространства, является
а.ф. м.
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§ 2. Счетно аддитивные функции
множества

Основным понятием, рассматриваемым в настоящем параграфе, яв-
ляется счетно аддитивная функция множества (сокращенно σ-а.ф. м.),
определенная на некотором классе подмножеств основного множества.
Это понятие применимо только к таким ф.м., в пространствах значе-
ний которых определена сходимость; мы будем рассматривать ф.м. со
значениями в (В)-пространствах и в R .

Определение 2.1. Пусть µ — а.ф.м., определенная на алгебре Σ под-
множеств множества S, векторная, комплексная или со значениями
из расширенной области вещественных чисел R . Тогда µ называется
счетно аддитивной (= σ-а.ф. м.), если

µ
( ∞⊔
i=1

Ei

)
=
∞∑
i=1

µ(Ei) (∗)

для любых попарно непересекающихся множеств E1, E2, . . . из Σ, объ-
единение которых принадлежит Σ.

Комментарий к определению 2.1. Пусть µ : Σ → Y , где Y —

(В)-пространство. Число µ
( ∞⊔
i=1

Ei

)
не меняется при любой переста-

новке множеств Ei в объединении
∞⊔
i=1

Ei и, следовательно, не долж-

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 67 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

на меняться сумма ряда
∞∑
i=1

µ(Ei) в правой части (∗) при любой пе-

рестановке ее членов. Это возможно, если пространство значений µ
является является (В)-пространством и ряд сходится абсолютно, т. е.

если
∞∑
i=1

‖µ(Ei)‖ < ∞, что для µ : Σ → K означает
∞∑
i=1

|µ(Ei)| < +∞;

если µ : Σ → R + и µ(Ei0) = +∞ хотя бы для одного i0 ∈ N, то

µ
( ∞⊔
i=1

Ei

)
= +∞.

Отметим, что если µ : Σ → (−∞,+∞] и µ
( ∞⊔
i=1

Ei

)
< +∞, то абсо-

лютную сходимость ряда
∞∑
i=1

µ(Ei) можно доказать непосредственно. В
самом деле, пусть

E+
i =

{
Ei при µ(Ei) > 0,
∅ при µ(Ei) < 0, , E−i =

{
Ei при µ(Ei) < 0,
∅ при µ(Ei) > 0.

Тогда

µ
( ∞⊔
i=1

Ei

)
= µ

( ∞⊔
i=1

E+
i

)
+ µ
( ∞⊔
i=1

E−i

)
< +∞

и, так как µ не может принимать значение −∞,

−∞ < µ
( ∞⊔
i=1

E−i

)
=
∞∑
i=1

µ(E−i ) 6 0.
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Следовательно,

0 6 µ
( ∞⊔
i=1

E+
i

)
=
∞∑
i=1

µ(E+
i ) < +∞.

Из этих неравенств следует сходимость рядов с неотрицательными чле-
нами

∑
|µ(E−i )| и

∑
µ(E+

i ), что доказывает наше утверждение.

Определение 2.2. Мерой называется σ-а.ф. м., комплексная или со
значениями из расширенной области вещественных чисел R , опреде-
ленная на некоторой σ-алгебре.

Отметим, что часто мерой называют σ-а.ф. м. µ : Σ → R+, говоря
о σ-а.ф. м. µ : Σ → K (или R ) как обобщенной мере (= заряде). Мы
будем придерживаться определения 2.2.

Определение 2.3. Тройка (S,Σ, µ), состоящая из множества S, неко-
торой σ-алгебры Σ его подмножеств и меры µ, определенной на Σ,
называется пространством с мерой. Множества, принадлежащие Σ,
называются Σ-измеримыми (или просто измеримыми).

Пространство (S,Σ, µ) называется пространством с конечной ме-
рой, если µ не принимает значения +∞ или −∞, и пространством с
положительной мерой, если µ не принимает отрицательных значений.

В настоящем параграфе предполагается, что (S,Σ, µ) является про-
странством с мерой.
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Определение 2.4. Пусть Σ — некоторая алгебра подмножеств мно-
жества S, а µ — определенная на Σ функция, принимающая значения
из расширенной области вещественных чисел R . Тогда µ называется
σ-конечной на Σ, если S есть объединение последовательности (En)∞n=1
таких множеств из Σ, что

v (µ,En) <∞, n = 1, 2, . . .

Определение 2.5. Пространство (S,Σ, µ) называется пространством
с σ-конечной мерой, если µ σ-конечна на Σ.

Лемма 2.1. Если (S,Σ, µ) — пространство с мерой, причем µ : Σ →
[−∞,+∞), то

sup
E∈Σ

µ(E) <∞,

т. е. µ ограничена сверху на Σ.

JПредположим, что функция µ не ограничена сверху. Множество E1 ∈
Σ назовем неограниченным, если

sup
E∈Σ

µ(EE1) = +∞ (AB + A ∩B),

и ограниченным — в противном случае. Тогда либо
(a) каждое неограниченное множество содержит неограниченное под-

множество сколь угодно большой меры, либо
(b) существует такое неограниченное множество F ∈ Σ и такое на-

туральное число N , что F не содержит неограниченное подмножество,
мера которого превосходит N .
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Ясно, что в случае (a), применив индукцию, мы можем найти убы-
вающую последовательность неограниченных множеств, для которых
µ(En) > n. Тогда

µ
( ∞⋂
i=1

Ei

)
+
∞∑
i=n

µ(Ei \ Ei+1) = µ(En), (∗)

так как

En =
( ∞⋂
i=1

Ei

)
t
( ∞⋃
i=n

(Ei \ Ei+1)
)

и последовательность (Ei)
∞
i=1 — убывающая. Поскольку µ(Ei) 6= +∞

(по условию), то ряд в левой части (∗) имеет конечную сумму и

µ
( ∞⋂
i=1

Ei

)
= lim

n
µ(En) = +∞,

что противоречит тому, что
∞⋂
i=1

Ei ∈ Σ и мера на Σ не обращается в

+∞ по условию.
В случае (b) обозначим через F1 измеримое подмножество F , ме-

ра которого µ(F1) > N . Множество F1 уже не будет неограниченным,
а так как само F неограничено, то неограниченным будет и F \ F1.
Обозначим через A1 измеримое подмножество множества F \ F1, ме-
ра которого µ(A1) > 1. Тогда, так как F не содержит неограничен-
ных подмножеств меры, большей N , то F2 = F1 ∪ A1 — ограниченное
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множество, а значит, F \ F2 — неограниченное множество. Пользуясь
индукцией, построим такую последовательность попарно непересека-
ющихся измеримых подмножеств A1, A2, . . ., что µ(Ak) > 1 при всех k.

Но тогда µ
( ∞⊔
i=1

Ai

)
= +∞, что противоречит предположению. I

Следствие 2.1. Если µ : Σ→ X — σ-а. ф.м., Σ — некоторая алгебра
и X — (В)-пространство над полем C, то

sup
E∈Σ
‖µ(E)‖ <∞.

J Пусть X∗ — сопряженное пространство к пространству X. Тогда при
любом x∗ ∈ X∗ функции множества

Rex∗µ и Imx∗µ

являются мерами на Σ, принимающие значения из R. Поэтому по лем-
ме 2.1

Rex∗µ(Σ) и Imx∗µ(Σ)

ограничены для каждого x∗ ∈ X∗. Отсюда и из принципа равномерной
ограниченности (см. [3]) получаем, что множество µ(Σ) ограничено в
X. I

Следствие 2.2. Если (S,Σ, µ) — пространство с конечной мерой, то
µ ограничено на Σ.

Лемма 2.2. Пусть (S,Σ, µ) — пространство с конечной мерой µ : Σ→
K. Тогда
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1) полная вариация v(µ) σ-аддитивна и ограничена;

2) если K = R, то верхняя и нижняя вариации

µ+ = 1
2

(
v(µ) + µ

)
и µ− = 1

2

(
v(µ)− µ

)
(∗)

σ-аддитивны.

J Ограниченность v(µ) вытекает из леммы 1.1. В силу следствия 2.2
для доказательства утверждения 1) достаточно доказать σ-аддитивность
v(µ). Это же условие достаточно и для доказательства утверждения 2),
так как µ+ и µ− определяются равенствами (∗). Итак, докажем σ-

аддитивность v(µ). Пусть (En)∞n=1 ⊂ Σ и E =
∞⊔
n=1

En. Так как v(µ)

неотрицательна и аддитивна, то

v (µ,E) > v
(
µ,

m⊔
n=1

En

)
=

m∑
n=1

v (µ,En) (∀m ∈ N),

следовательно,

v (µ,E) >
∞∑
n=1

v (µ,En) .
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С другой стороны, если
(
Fi
)k
i=1

— конечная последовательность попар-
но непересекающиеся измеримых множеств, содержащихся в E, то

k∑
i=1

|µ(Fi)| =
k∑
i=1

∣∣∣µ( ∞⊔
n=1

(FiEn)
)∣∣∣ =

k∑
i=1

∣∣∣ ∞∑
n=1

µ(FiEn)
∣∣∣ 6

6
∞∑
n=1

k∑
i=1

|µ(FiEn)| 6
∞∑
n=1

v (µ,En) ,

так что

v (µ,E) 6
∞∑
n=1

v (µ,En) .

Следовательно,

v (µ,E) =
∞∑
n=1

v (µ,En) . I

Отметим, что для любой меры µ : Σ → R+ имеет место v (µ,E) =
µ(E).

Определение 2.6. ПустьS— некоторый класс множеств и ϕ : S→ R
(или R+) — функция множества.

Функция ϕ называется непрерывной сверху на S, если для любой

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 74 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

убывающей последовательности (An)∞n=1 и
∞⋂
n=1

An ∈ S имеет место

ϕ
( ∞⋂
n=1

An

)
= lim

n
ϕ(An).

Функция ϕ называется непрерывной снизу на S, если для любой

возрастающей последовательности (An)∞n=1 ⊂ S такой, что
∞⋃
n=1

An ∈ S

имеет место

ϕ
( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n
ϕ(An).

Функция множества, непрерывная сверху и снизу на S, называется
непрерывной на S.

Лемма 2.3. Пусть A — некоторая алгебра и µ : A → R+ — а.ф.м.
Для того чтобы µ была σ-аддитивна, необходимо и достаточно, что-
бы µ была непрерывна снизу.

J Необходимость. Пусть An ⊆ An+1, A,An ∈ A и A =
∞⋃
n=1

An. Если

∃n0 ∈ N : µ(An0) = +∞, то в силу монотонности µ на A

∀n > n0 : µ(An) = +∞, µ
( ∞⋃
n=1

An

)
= +∞,
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следовательно,
µ(A) = lim

n
µ(An).

Пусть ∀n > 1: µ(An) < +∞. В силу σ-аддитивности µ с учетом утвер-
ждения 1 леммы 1.3 имеем

µ
( ∞⋃
n=1

An

)
= µ

(
A1 t (A2 \ A1) t · · · t (An \ An−1) t . . .

)
=

= µ(A1) +
∞∑
n=2

µ(An \ An−1) =

= µ(A1) + lim
k

k∑
n=2

[
µ(An)− µ(An−1)

]
= lim

k
µ(Ak).

Достаточность. Пусть (An)∞n=1 ⊂ A — произвольная последователь-

ность попарно непересекающихся множеств такая, что
∞⊔
n=1

An ∈ A. По-
ложим

Bn =
n⊔
k=1

Ak (n = 1, 2, . . . ).

Тогда

Bn ⊆ Bn+1 (n = 1, 2, . . . ) и
∞⊔
n=1

An =
∞⋃
n=1

Bn.
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Следовательно, в силу непрерывности µ снизу,

µ
( ∞⊔
k=1

Ak

)
= lim

n
µ
( n⊔
k=1

Ak

)
,

а в силу ее аддитивности

µ
( n⊔
k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

µ(Ak),

откуда вытекает

µ
( ∞⊔
k=1

Ak

)
= lim

n

n∑
k=1

µ(Ak) =
∞∑
k=1

µ(Ak). I

Замечание 2.1. Из доказательства леммы видно, что она верна и для
случая, когда A — кольцо.

Замечание 2.2. Если в условии леммы считать, что A — полуколь-
цо, то из σ-аддитивности µ на A следует ее непрерывность снизу, а
обратное, вообще говоря, неверно.

В самом деле, в случае если µ(An) = ∞ при некотором n, то утвер-
ждение непрерывности снизу вытекает из свойства монотонности µ.
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Пусть µ(An) < ∞ при всех n. Для доказательства в этом случае по-

ложим, что A0 = ∅ и An \ An−1 =
kn⊔
j=1

Bnj, где Bnj ∈ A (см. предложе-

ние 2.1). Тогда, применяя свойство σ-аддитивности µ, мы получим

µ(A) =
∞∑
n=1

kn∑
j=1

µ(Bnj) =
∞∑
n=1

[
µ(An)− µ(An−1)

]
= lim

n
µ(An).

Теперь приведем пример непрерывной снизу (и сверху), но не σ-аддитивной
ф.м. на полукольце S подмножеств [ 0, 1) ∩Q:

S +
{
Sa,b = [a, b) ∩ [ 0, 1) ∩Q

}
, µ(Sa,b) + b− a.

Лемма 2.4. Пусть mu : A → [ 0,+∞) — а.ф.м., где A — алгебра.
Тогда(

µ — σ-а. ф.м. на A
)
⇐⇒

(
µ непрерывна сверху на A

)
.

J Докажем импликацию(
µ — σ-а.ф. м. на A

)
=⇒

(
µ непрерывна сверху на A

)
.

Пусть (An)∞n=1 ⊂ A, An ⊇ An+1 и A =
∞⋂
n=1

An ∈ A. Согласно лемме 2.3
имеем

µ
(
A1 \

∞⋂
n=1

An

)
= µ

( ∞⋃
n=1

(A1 \ An)
)

= lim
n
µ(A1 \ An),
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откуда с учетом условия µ(A1) < +∞ и утверждения 3 леммы 1.3
получаем

µ(A1)− µ
( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n

(
µ(A1)− µ(An)

)
.

Теперь покажем, что

(
µ непрерывна сверху на A

)
=⇒

(
µ — σ-а.ф. м. на A

)
.

Пусть (An)∞n=1 ⊂ A — произвольная последовательность попарно непе-

ресекающихся множеств и A =
∞⊔
k=1

Ak ∈ A. Положим

Bn =
∞⊔
i=n

Ai = A \
n−1⊔
i=1

Ai ∈ A.

Тогда

B1 ⊇ B2 ⊇ . . . и
∞⋂
n=1

Bn = ∅.
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Поэтому

0 = lim
n
µ(Bn) = lim

n
µ
(
A \

n−1⊔
i=1

Ai

)
=

= lim
n

(
µ(A)−

n−1∑
k=1

µ(Ak)
)

= µ(A)− lim
n

n−1∑
k=1

µ(Ak).

Но это и означает, что

µ(A) =
∞∑
k=1

µ(Ak). I

Замечание 2.3. Условие конечности а.ф. м. µ, т. е. условие µ : A →
| 0,∞| в лемме является существенным. Это подтверждается следую-
щим примером. Пусть A = 2N, µ — σ-а.ф. м. на A, определенная равен-
ствами: µ(∅) = 0, µ({n}) = 1, n ∈ N. Положим An = {n, n+1, . . . }, n >
1. Тогда

An ⊃ An+1, n > 1;
∞⋂
n=1

An = ∅,

но

µ
( ∞⋂
n=1

An

)
6= lim

n
µ(An).
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Замечание 2.4. Лемма 2.4 остается справедливой, если в ее условии
считать A кольцом (это доказывается так же, как сама лемма), но не
полукольцом или полуалгеброй (см. замечание 2.2).

Лемма 2.5. Пусть µ : A→ R+ — а.ф.м., где A — алгебра (или коль-
цо), непрерывна сверху в ∅, т. е. если limµ(Cn) = 0 для любой моно-
тонно убывающей последовательности множеств (Cn)∞n=1 ⊂ A та-

кой, что
∞⋃
n=1

Cn = ∅, то µ — σ-аддитивна на A.

J Пусть (An)∞n=1 — произвольная последовательность попарно непере-
секающихся множеств из A такая, что все множества

Cn +
∞⊔

k=n+1

Ak (n = 1, 2, . . . ) и A +
∞⊔
k=1

Ak

принадлежат A. Очевидно, что множества Cn образуют убывающую

последовательность и
∞⋃
n=1

Cn = ∅. Поэтому в силу непрерывности µ в

точке ∅ ∈ A
lim
n
µ(Cn) = µ(∅) = 0, (∗)

а в силу ее аддитивности

µ(A) = µ
( ∞⊔
k=1

Ak

)
= µ

( n⊔
k=1

Ak t
∞⊔

k=n+1

Ak

)
=

n∑
k=1

µ(Ak) + µ(Cn). (∗∗)
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Из (∗) и (∗∗) вытекает сходимость последовательности сумм

n∑
k=1

µ(Ak) (n = 1, 2, . . . )

к µ(A), т. е. формула µ(A) =
∞∑
k=1

µ(Ak). I

Из лемм 2.3, 2.4 и 2.5 видно, что естественной областью определения
σ-а.ф. м. является σ-алгебра.

Лемма 2.6. Пусть (S,Σ, µ) — пространство с мерой µ : Σ→ [ 0,+∞).
Тогда

∀ (En)∞n=1 ⊂ Σ:

µ
(

Lim
n
En

)
6 lim

n
µ(En) 6 lim

n
µ(En) 6 µ

(
LimEn

)
.

J Прежде всего заметим, что если (En)∞n=1 — неубывающая последова-
тельность с пределом E, то

E = E1 t (E2 \ E1) t . . . и µ(E) = lim
n
µ(En).

Переходя к дополнениям, получаем, что это соотношение остается спра-
ведливым также и для невозрастающих последовательностей. В самом
деле, пусть (En)∞n=1 ⊂ Σ и E1 ⊃ E2 ⊃ . . . Тогда последовательность

(S \ En)∞n=1 ⊂ Σ
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будет неубывающей и по доказанному

µ
( ∞⋃
n=1

(S \ En)
)

= lim
n
µ(S \ En).

Отсюда, учитывая

S \
∞⋃
n=1

(S \ En) =
∞⋂
n=1

[
S \ (S \ En)

]
=
∞⋂
n=1

En

и
S \ (S \ En) = En,

получим

µ
( ∞⋂
n=1

En

)
= lim

n
µ(En).

Пусть теперь (En)∞n=1 — произвольная последовательность. Учитывая,
что µ неотрицательна, получим

µ
(

Lim
n
En

)
= µ

( ∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

Em

)
= lim

n
µ
( ∞⋂
m=n

Em

)
6 lim

n
µ(En),

µ
(

Lim
n
En

)
= µ

( ∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Em

)
= lim

n
µ
( ∞⋃
m=n

Em

)
> lim

n
µ(En).

Лемма доказана. I
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Следствие 2.3. Если (S,Σ, µ) — пространство с конечной мерой, т. е.
µ : Σ → K (= R или C), и (En)∞n=1 ⊂ Σ — сходящаяся последователь-
ность, то

lim
n
µ(En) = µ

(
Lim
n
En

)
.

J Рассмотрим сначала случай, когда µ : Σ→ [ 0,+∞). Так как

Lim
n
En = Lim

n
En = Lim

n
En

(по условию), то из леммы 2.6 получим

µ
(

Lim
n
En

)
= µ

(
Lim
n
En

)
6 lim

n
µ(En) 6

6 lim
n
µ(En) 6 µ

(
Lim
n
En

)
= µ

(
Lim
n
En

)
,

откуда и следует
µ
(

Lim
n
En

)
= lim

n
µ(En).

В общем случае можно получить доказательство, разложив µ на веще-
ственную и мнимую части и представив затем каждую из них с помо-
щью теоремы 1.1 (Жордана) в виде разности двух положительных мер.
После этого ввиду леммы 2.6 все сводится к положительному случаю
µ. I
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Теорема 2.1 (о разложении в смысле Хана). Для каждой меры
µ, принимающей значения из расширенной области вещественных чи-
сел, найдется такое измеримое множество E0, что µ неотрицатель-
на на измеримых подмножествах из E0 и неположительна на изме-
римых подмножествах из E ′ + S \ E0.

J Заметим сначала, что по соглашению либо µ, либо −µ не принимает
значение +∞. Можно, следовательно, предположить, что µ(E) < ∞
для всякого E из σ-алгебры Σ, на которой определена µ.

Пусть P состоит из всех таких множеств E ∈ Σ, для которых µ(AE) >
0 при всех A ∈ Σ, и En ∈ P — такая последовательность множеств, что

µ(En)→ sup
E∈P

µ(E).

Так как µ счетно аддитивна, то множество E0 =
∞⋃
n=1

En принадлежит

P и
µ(E0) = sup

E∈P
µ(E).

Теперь методом от противного докажем, что µ(E ′0A) 6 0 для каждого
A ∈ Σ. Предположим, что

A0 ∈ Σ, A0 ⊆ E ′0 и µ(A0) > 0.

Семейство множеств

Q = {E |E ∈ Σ, E ⊆ A0, µ(E) > µ(A0) }
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превратим в частично упорядоченное, считая E1 4 E2, если либо E1 ⊃
E2 и µ(E1) < µ(E2), либо E1 = E2. Применим лемму Цорна, чтобы
доказать, что Q содержит максимальный элемент. Пусть Q0 — линейно
упорядоченное подмножество Q. Если найдется такое B0 ∈ Q0, что

µ(B0) = sup
E∈Q0

µ(E),

то ясно, что B0 и будем мажорантой для Q0. С другой стороны, если
для всех E ∈ Q0

µ(E) < δ = sup
E∈Q0

µ(E),

то существует такая последовательность множеств
(
Bn

)
⊂ Q0, что

µ(Bn) < µ(Bn+1) → δ. Так как Q0 линейно упорядочено, то Bn ⊃
Bn+1, n = 1, 2, . . . Так как µ(Bn) < µ(Bn+1) < ∞, то все µ(Bn), n > 2,
конечны. Если Cn = Bn \Bn+1, то

Bn = B0 t
∞⊔
k=n

Ck, и B0 =
∞⋂
n=1

Bn,

так что

µ(Bn) = µ(B0) +
∞∑
k=n

µ(Ck), n > 2.

Таким образом,
lim
n
µ(Bn) = µ(B0),
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и множество B0 =
∞⋂
n=1

Bn содержится в Q, причем δ = µ(B0). Пусть

E ∈ Q0. Тогда µ(E) < δ = µ(B0) и найдется такое n, что µ(E) < µ(Bn).
Но Q0 линейно упорядочено, поэтому E ⊃ Bn ⊃ B0. Таким образом, B0
является мажорантой для Q0. Так как каждое линейно упорядоченное
подмножество из Q имеет мажоранту, то в Q существует максималь-
ный элемент M . Он принадлежит P , потому что в противном случае
существовало бы такое множество A ∈ Σ, A ⊆M , что

µ(A) < 0, M \ A ⊆ A0,

µ(M \ A) = µ(M)− µ(A) > µ(M) > µ(A0)

и, следовательно, M \ A <M .
Так как M ⊆ E ′0 и M ∈ P , то

µ(M ∪ E0) = µ(M) + µ(E0) > sup
E∈P

µ(E).

Это противоречие и доказывает, что µ(E ′0A) 6 0 для каждого A ∈ Σ.
I

Теорема о разложении в смысле Хана приводит нас к обобщению
понятия положительной и отрицательной вариации для мер, принима-
ющих значения из расширенной области вещественных чисел.
Следствие 2.4. Пусть (S,Σ, µ) — пространство с мерой, причем µ
принимает значения из расширенной области вещественных чисел.
Тогда существуют такие неотрицательные меры µ+ и µ−,одна из
которых конечна, что

µ = µ+ − µ−, v(µ) = µ+ + µ−.
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J Если E0 — множество, существование которого доказано в предыду-
щей теореме, то функции µ+ и µ−, определяемые следующим образом:

µ+(A) + µ(E0A), µ−(A) + −µ(E ′0A), A ∈ Σ,

обладают, очевидно, требуемыми свойствами. I
Ясно, что если µ — ограниченная функция, то функции µ+ и µ−

совпадают с соответствующими компонентами разложения в смысле
Жордана. Мы будем продолжать называть их, даже если µ принима-
ет и бесконечное значение, как в в следствии 2.4, положительной и
отрицательной вариацией µ.

Определение 2.7. Пусть Σ — алгебра, µ : Σ→ K (или R+) — а.ф. м.
Функция множества λ : Σ→ K называется непрерывной относительно
µ или, короче, µ-непрерывной, если

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ (A ∈ Σ, v (µ,A) < δ) : |λ(A)| < ε,

т. е. если
lim

v(µ,A)→0
λ(A) = 0.

При этом очевидно, что если µ : Σ→ R+, то v (µ,A) = µ(A).

Лемма 2.7. Пусть λ, µ — скалярные аддитивные функции множе-
ства, определенные на алгебре Σ, причем λ — µ-непрерывна на Σ. То-
гда полная вариация λ также µ-непрерывна. Если λ — вещественная
а. ф.м. и она µ-непрерывна, то µ-непрерывны ее положительная и
отрицательная вариации.
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J µ-непрерывность полной вариации v(λ) следует из неравенства

v (λ,E) 6 4 sup
A⊆E
|λ(A)|

(см. лемму 1.1), а остальные утверждения леммы очевидны. I

Предложение 2.1. Пусть Σ — алгебра и µ : Σ → R+ — мера. Тогда
каждая аддитивная и µ-непрерывная функция λ : Σ → K является
σ-аддитивной, т. е. служит мерой.

J Пусть задано ε > 0. Выберем δ > 0 так, как указано в определе-

нии 2.7. Если множества Ai ∈ Σ не пересекаются и A =
∞⊔
i=1

Ai ∈ Σ, то
сходится ряд

∞∑
i=1

µ(Ai) = µ(A).

Поэтому существует такое число n, что

µ(Bn) =
∞∑

i=n+1

µ(Ai) < δ,

где множества

Bn +
∞⊔
i=1

Ai ∈ Σ.
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Отсюда получим∣∣∣λ(A)−
n∑
i=1

λ(Ai)
∣∣∣ =

∣∣∣λ(A \ n⊔
i=1

Ai
)∣∣∣ = |λ(Bn)| < ε.

Таким образом,

λ(A) =
∞∑
i=1

λ(Ai). I

Определение 2.8. Аддитивная функция множества λ : Σ→ K назы-
вается абсолютно µ-непрерывной, если λ(A) = 0 для любого множества
A ∈ Σ такого, что v (µ,A) = 0.

Установим удобный критерий для проверки µ-непрерывности счетно
аддитивной функции λ относительно счетно аддитивной меры µ.

Лемма 2.8. Пусть λ и µ — счетно аддитивные функции множе-
ства, комплексные или со значениями в расширенной области веще-
ственных чисел, и определенные на σ-алгебре Σ, причем λ предпола-
гается конечной. Тогда для того, чтобы λ была непрерывной относи-
тельно µ, необходимо и достаточно, чтобы из равенства v (µ,E) =
0 вытекало равенство λ(E) = 0, т. е. чтобы λ была абсолютно µ-
непрерывной.

J Необходимость этого условия очевидна. Чтобы доказать его доста-
точность, заметим сперва, что функция множества λ в том и только
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в том случае удовлетворяет этому условию, если положительная и от-
рицательная вариации ее вещественной и мнимой частей также ему
удовлетворяют. Можно, следовательно, предполагать, что λ неотрица-
тельна. Если λ не является абсолютно µ-непрерывной, то существует
такое ε > 0 и такие множества En ∈ Σ, n = 1, 2 . . ., что λ(En) > ε, в то
время как v (µ,En) < 1

2n
. Положим E0 = Lim

n
En. Тогда для каждого

n = 1, 2, . . .

v (µ,E0) 6 v
(
µ,

∞⋃
m=n

Em

)
6

∞∑
m=n

1

2n
,

откуда следует, что v (µ,E0) = 0 и, значит, λ(E0) = 0. С другой сторо-
ны, по лемме 2.6,

λ(E0) > lim
n
λ(En) > ε.

Это противоречие и доказывает лемму. I

Отметим, что из доказанной леммы вытекает, что если каждый член
обобщенной последовательности λα конечных счетно аддитивных мер
абсолютно непрерывны относительно µ и если

lim
α
λα(E) = λ(E), E ∈ Σ,

где λ тоже конечная счетно аддитивная мера, то и λ абсолютно непре-
рывна.

Определение 2.9. Пусть задана конечная аддитивная ф.м. µ : Σ →
K (или R+) на некоторой алгебре множеств Σ с единицей S. Функция
множества λ : Σ→ K называется µ-сингулярной на множестве S, если
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для любого ε существует такое множество A ∈ Σ, что v (µ,A) < ε и
|λ(B)| < ε для любого множества B ⊆ S \ A, B ∈ Σ.

Отметим, что в этом определении v (µ,A) = µ(A), если µ : Σ→ R+.

Предложение 2.2. Если аддитивная функция λ : Σ→ K одновремен-
но µ-непрерывна и µ-сингулярна, то λ = 0.

J По условию µ-непрерывности λ для любого ε > 0 существует такое
δ > 0, что v (λ,A) < ε

2
для всех A ∈ Σ таких, что v (µ,A) < δ. Выберем

δ < ε
2
. Тогда по условию µ-сингулярности λ существует A ∈ Σ, для

которого v (µ,A) < δ и |λ(B)| < δ для всех B ⊆ S \A таких, что B ∈ Σ.
Отсюда |λ(C)| < ε для всех C ∈ Σ. Следовательно, λ = 0. I

Определение 2.10. Аддитивная функция λ : Σ → K называется аб-
солютно µ-сингулярной, если существует множество A ∈ Σ такое, что
v (µ,A) = 0 и λ(B) = 0 для всех B ⊆ S \ A, B ∈ Σ.

Итак, абсолютная µ-сингулярность аддитивной функции множества
λ означает существование такого множества E0 ∈ Σ, что v (µ,E0) = 0
и λ(E) = λ(E0E) для любого E ∈ Σ.

Установим удобный критерий для проверки сингулярности меры λ
относительно меры µ.

Лемма 2.9. Пусть (S,Σ, µ) — измеримое пространство с мерой µ : Σ→
K. Для того чтобы мера λ : Σ → K была µ-сингулярна на S, необхо-
димо и достаточно, чтобы мера λ была абсолютно µ-сингулярной.
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J Достаточность этого условия очевидна. Докажем необходимость. По
условию µ-сингулярности существует такая система множеств Ai ∈ Σ,
что

v (µ,Ai) <
1

2i+1
и v (λ, S \ Ai) <

1

2i+1
.

Положим

A =
∞⋂
n=1

Bn, где Bn +
∞⋃
i=n

Ai.

Тогда A ∈ Σ и при этом для всех n

v (µ,A) 6 v (µ,Bn) = v
(
µ,
∞⋃
i=n

Ai

)
6

∞∑
i=1

v (µ,Ai) <
1

2n
.

Значит, v (µ,A) = 0. С другой стороны, пусть Cn = S \ Bn, тогда
C1 ⊆ C2 ⊆ . . . Поскольку полная вариация v(λ) σ-аддитивна, она
непрерывна снизу. Следовательно, с учетом S \A =

⋃∞
n=1 Cn, получим

v (λ, S \ A) = lim
n
v (λ,Cn) 6 lim

i
v (λ, S \ Ai) = 0.

Таким образом,
v (λ, S \ A) = 0.

Лемма доказана. I

Определение 2.11. Мера λ : Σ → K называется сосредоточенной на
множестве E0 ⊆ S, если v (λ, S \ E0) = 0. При этом множество E0
называется носителем меры λ.
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По лемме 2.9 µ-сингулярная мера λ сосредоточена на множестве E0 ∈
Σ, для которого v (µ,E0) = 0.

Теорема 2.2 (о разложении в смысле Лебега). Пусть
(S,Σ, µ) — пространство с мерой. Тогда каждая определенная на Σ
конечная счетно аддитивная мера λ однозначно представима в виде
суммы λ = α+ β, где α абсолютно непрерывна, а β сингулярна отно-
сительно µ.

J Единственность разложения. Предположим, что кроме λ = α + β су-
ществует другое такое разложение λ = α1 + β1. Тогда

∀E ∈ Σ: α(E)− α1(E) = β1(E)− β(E).

Левая часть здесь µ-непрерывна, а правая µ-сингулярна. Следователь-
но, единственность доказана.

Ввиду того что к вещественной и мнимой частям комплексной функ-
ции λ можно применить разложение в смысле Жордана, мы можем и
будем предполагать, что λ неотрицательна. Совокупность N всех мно-
жеств E ∈ Σ, для которых v (µ,E) = 0 частично упорядочим, считая,
что A 4 B, если A ⊆ B и λ(A) 6 λ(B). Если N0 — линейно упорядо-
ченное подмножество из N и

δ = sup
E∈N0

λ(E),

то либо в самом множестве N0 существует мажоранта E0 для N0, либо
в N0 найдется такая последовательность (En)∞n=1, для которой

λ(En) < λ(En+1)→ δ при n→∞.
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В последнем случае
En ⊂ En+1,

и E =
⋃
En, как легко видеть, будет мажорантой для N0. Из леммы

Цорна вытекает, что N содержит максимальный элемент E0. Функция
β, определенная на Σ равенством

β(E) = λ(EE0),

сингулярна относительно µ. Чтобы показать, что функция α, опреде-
ленная на Σ равенством

α(E) = λ(E)− β(E) = λ(EE ′0),

абсолютно непрерывна относительно µ, предположим, что

E ∈ N и λ(E) = λ(EE ′0) > 0.

Тогда
E0 ⊆ E0 t EE ′0 ∈ N,

что противоречит максимальности E0 и доказывает абсолютную непре-
рывность относительно µ. I

Остановимся на одном классе σ-а.ф.м, определенных на некоторой
алгебре подмножеств топологического пространства (см. ниже теоре-
му 2.3) и допускающих σ-аддитивное продолжение на σ-алгебру (см. §3).
Сначала введем понятие регулярности меры.

Определение 2.12. Аддитивная функция множества µ, определен-
ная на некоторой алгебре Σ подмножеств топологического простран-
ства S, называется регулярной, если для каждого E ∈ Σ и ε > 0 суще-
ствуют такое множество F ∈ Σ, замыкание которого содержится в E,
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и такое множество G ∈ Σ, внутренность которого содержит E, что для
каждого множества C ∈ Σ, содержащегося в G \ F , |µ(C)| < ε.

В частности, если Σ содержит открытые и замкнутые подмножества
из S, то функция µ регулярна, если для любых E ∈ Σ и ε > 0 суще-
ствуют такие открытое G и замкнутое F множества, что F ⊂ E ⊂ G и
|µ(G \ F )| < ε.

Замечание 2.5. Для аддитивной функции множества µ, значения ко-
торой либо комплексны, либо принадлежат расширенной области ве-
щественных чисел, лемма 1.1 утверждает, что

sup |µ(C)| 6 v (µ,G \ F ) 6 4 sup |µ(C)|.

Следовательно, для таких функций требование

sup |µ(C)| < ε

в определении регулярности можно заменить эквивалентным ему усло-
вием

v (µ,G \ F ) < ε.

Лемма 2.10. Полная вариация регулярной аддитивной функции мно-
жества, определенной на некоторой алгебре, значения которой либо
комплексны, либо принадлежат расширенной области вещественных
чисел, регулярна.
Положительная и отрицательная вариации ограниченной регуляр-

ной вещественной аддитивной функции множества также регуляр-
ны.
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J Если µ — регулярная а.ф. м., определенная на некоторой алгебре Σ
подмножеств множества S, комплексная или со значениями из расши-
ренной области вещественных чисел, то регулярность v(µ) непосред-
ственно вытекает из замечания 2.5.

Пусть теперь µ ограничена и принимает вещественные значения и
пусть E ∈ Σ, ε > 0, а F и G — такие множества из Σ, что замыкание
F содержится в E, E содержится во внутренности G, причем

v (µ,G \ F ) < ε.

Тогда, так как

v (µ,G \ F ) = µ+(G \ F ) + µ−(G \ F ),

то каждое слагаемое µ+(G \ F ) и µ−(G \ F ) также меньше ε, а следо-
вательно, µ+ и µ− регулярны. I

Теорема 2.3 (А.Д.Александров). Ограниченная регулярная ком-
плексная аддитивная функция множества µ, определенная на неко-
торой алгебре Σ подмножеств бикомпактного топологического про-
странства S, счетно аддитивна.

J Пусть ε > 0. Рассмотрим последовательность (En)∞n=1 попарно непе-
ресекающихся множеств из Σ такую, что E =

⊔∞
n=1 En ∈ Σ. Тогда

найдется такое множество F ∈ Σ, что

F ⊆ E и v (µ,E \ F ) < ε.
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Кроме того, найдется такое множество Gn ∈ Σ, что En содержится во
внутренности G◦n + IntGn множества Gn, причем

v (µ,Gn \ Fn) <
ε

2n
.

Так как
∞⋃
n=1

G◦n ⊇F ,

то существует такое натуральное число m, что

m⋃
n=1

G◦n ⊇ F.

Следовательно,

∞∑
n=1

v (µ,En) >
∞∑
n=1

v (µ,Gn)− ε >
m∑
n=1

v (µ,Gn)− ε >

> v (µ, F )− ε > v (µ,E)− 2ε.

Отсюда следует, что

∞∑
n=1

v (µ,En) > v (µ,E) .
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Так как

v (µ,E) > v
(
µ,

n⊔
i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

v (µ,Ei) , n = 1, 2, . . . ,

то

v (µ,E) >
∞∑
i=1

v (µ,Ei)

и, следовательно, v(µ) счетно аддитивна.
Ввиду ограниченности функции µ имеем v (µ,E) <∞ (по лемме 1.1).

Следовательно,
∞∑
i=1

v (µ,Ei) <∞

и

v
(
µ,

∞⊔
i=n

Ei

)
=
∞∑
i=n

v (µ,Ei)→ 0 при n→∞.

Таким образом,∣∣∣µ(E)−
n−1∑
i=1

µ(Ei)
∣∣∣ =

∣∣∣µ( ∞⊔
i=n

Ei

)∣∣∣ 6 v
(
µ,
∞⊔
i=n

Ei

)
→ 0.

при n→∞. Это значит

µ(E) =
∞∑
n=1

µ(En). I
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Лемма 2.11. Пусть (S,Σ, µ) — пространство с мерой µ, значения
которой либо комплексны, либо принадлежат расширенной области
вещественных чисел. Для того чтобы подмножество E множества
S было нуль-множеством относительно µ (в смысле определения 1.6),
необходимо и достаточно, чтобы E являлось подмножеством неко-
торого множества F ∈ Σ такого, что v (µ, F ) = 0. При µ : Σ → R+,
очевидно, v (µ, F ) = µ(F ) = 0.

J Если E — нуль-множество, то v∗(µ,E) = 0 и существует множество
En, содержащее E, для которого v (µ,En) < 1

n
. Но тогда множество

F =
⋂
En ∈ Σ, E ⊂ F и v (µ, F ) = 0. I

Определение 2.13. Пусть (S,Σ, µ) — пространство с мерой. Тогда
множество Z называется µ-нулевым, если существует такое A ∈ Σ,
что Z ⊂ A и v (µ,A) = 0. При µ : Σ→ R+ имеем v (µ,A) = µ(A) = 0. В
этом случае говорят, что Z является множеством меры нуль.

Определение 2.14. Пусть (S,Σ, µ) — пространство с мерой µ. Мера µ
называется полной, если любое µ-нулевое множество принадлежит Σ,
т. е. из A ⊂ B ∈ Σ, v (µ,B) = 0 следует A ∈ Σ (и, конечно, v (µ,A) = 0).
При этом пространство (S,Σ, µ) называется полным.

Следующая теорема о продолжении носит элементарный характер и
не зависит от теорем подобного рода, приводимых в следующем пара-
графе. В ней устанавливается общий вид соотношения между мерами
Бореля—Стилтьеса и мерами Лебега—Стилтьеса, которые будут опре-
делены ниже.
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Теорема 2.4. Пусть µ — счетно аддитивная функция множества,
определенная на σ-алгебре Σ, векторная или со значениями из рас-
ширенной области вещественных чисел. Обозначим через Σ∗ совокуп-
ность всех множеств вида E ∪N , где E ∈ Σ, а N является подмно-
жеством такого множества M ∈ Σ, для которого v (µ,M) = 0 (т. е.
N — нулевое множество). Тогда Σ∗ будет σ-алгеброй, причем, если
область определения µ расширить до Σ∗, полагая

µ(E ∪N) = µ(E),

то продолженная функция будет счетно аддитивна на Σ∗.

J Прежде всего мы покажем, что семейство Σ∗ является σ-алгеброй.
На протяжении этого доказательства через E с индексом или без него,
будет обозначаться множество из Σ, а через M , с индексом или без
него, будет обозначаться множество из Σ, для которого v (µ,M) = 0, и
через N , с индексом или без него, — подмножества M . Для того чтобы
показать, что дополнение множества E ∪N из Σ∗ также принадлежит
Σ∗, рассмотрим M , содержащее N , так что (E ∪ N)′ = E ′N ′ ⊇ E ′M ′,
E ′N ′ \ E ′M ′ = E ′(N ′ \M ′) ⊆M . Таким образом, если

N1 = E ′N ′ \ E ′M ′,

то
N ′1 ⊆M и (E ∪N ′) = (E ′M ′) ∪N1.

Следовательно, Σ∗ содержит дополнение каждого из своих элементов.
Пусть, далее, (

En ∪Nn

)∞
n=1
⊆ Σ∗ и Nn ⊆Mn.
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Тогда, так как

∞⋃
n=1

(En ∪Nn) \
∞⋃
n=1

En ⊆
∞⋃
n=1

Nn ⊆
∞⋃
n=1

Mn = M,

ясно, что
∞⋃
n=1

(En ∪Nn) =
( ∞⋃
n=1

En

)
∪N, (2.1)

где

N =
( ∞⋃
n=1

(En ∪Nn)
)
\
∞⋃
n=1

En.

Таким образом, Σ∗ является σ-алгеброй. Далее, пусть

E1 ∪N1 = E2 ∪N2 и N1 ⊆M1, N2 ⊆M2;

положим M = M1 ∪M2, так что E1 ∪M = E2 ∪M и, значит,

µ(E1) = µ(E1 ∪M) = µ(E2).

Отсюда следует, что µ однозначно определена на Σ∗, а из равенства
(2.1) — что µ счетно аддитивна на Σ∗. Приведенная конструкция меры
на Σ∗ показывает, что эта мера полная. I

Определение 2.15. Пусть (S,Σ, µ) — пространство с мерой. Множе-
ство E ∈ Σ называется атомом меры µ, если µ(E) 6= 0 и если из
F ∈ Σ, F ⊆ E, вытекает, что либо µ(F ) = µ(E), либо µ(F ) = 0.
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Ясно, что если E1 и E2 — атомы, то либо µ(E1E2) = 0, либо µ(E1 M
E2) = 0. Пространство с конечной положительной мерой может иметь
не более чем счетное множество несовпадающих атомов.

Лемма 2.12. Пусть (S,Σ, µ) — пространство с конечной положи-
тельной мерой. Для любого ε > 0 пространство S может быть
представлено в виде объединения конечного числа попарно непересе-
кающихся множеств E1, . . . , En ∈ Σ таких, что каждое Ei либо яв-
ляется атомом, либо имеет меру µ(Ei) 6 ε.

J Пусть ε — произвольное положительное число. Так как µ(S) <
∞, то имеется самое большее конечное число несовпадающих атомов
{E1, . . . , En}, мера которых превосходит ε. Тогда множество

A = S \
n⋃
i=1

Ei

не содержит атомов, мера которых больше ε. Теперь мы покажем, что
каждое измеримое подмножество B множества A содержит такое мно-
жество F , что 0 < µ(F ) 6 ε. Допустим, что это не так, т. е. что некото-
рое множество B не содержит множества из Σ положительной меры,
не превосходящей ε. Тогда множество B, так как оно не может быть
атомом, содержит такое множество G1 из Σ, что 0 < µ(G1) < µ(B).
Множество B \ G1 тоже не содержит множества из Σ положительной
меры, не превосходящей ε. Существует, следовательно, такое множе-
ство G2 ∈ Σ, что G2 ⊆ B \ G1 и 0 < µ(G2) < µ(B \ G1). Продол-
жая это рассуждение по индукции, мы получим последовательность
(Gn)∞n=1 попарно непересекающихся множеств положительной меры.
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Так как
∑
µ(Gn) < ∞, то для достаточно большого n необходимо

будет µ(Gn) < ε. Это противоречие доказывает существование тако-
го множества F ⊆ B, что 0 < µ(F ) 6 ε. Для каждого множества
E ∈ Σ обозначим β(E) = supµ(H), где H пробегает все измеримые
подмножества из E, для которых µ(H) 6 ε. Тогда, как показывает
предшествующее рассуждение, 0 < β(G) 6 ε для каждого измеримо-
го подмножества G множества A, для которого µ(G) > 0. Определим
по индукции такую последовательность (Fn)∞n=1 попарно непересекаю-
щихся измеримых подмножеств множества A, что

1

2
β
(
A \

n⊔
i=1

Fi

)
6 µ(Fn+1) 6 ε, n = 1, 2, . . .

Положим

F0 = A \
∞⊔
i=1

Fi,

так что

β(F0) 6 β
(
A \

n⊔
i=1

Fi

)
6 2µ(Fn+1), n = 1, 2, . . .

Однако
∑
µ(Fn) 6 µ(A) < ∞ и, значит, µ(Fn) = 0. Последнее нера-

венство показывает, что β(F0) = 0. Следовательно, µ(F0) = 0. Возьмем
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теперь такое целое r, что
∞∑

i=r+1

µ(Fi) < ε, и пусть

Ep+1 = F1, . . . , Ep+r = Fr и Ep+r+1 =
( ∞⊔
i+r+1

Fi

)
t F0.

Тогда множества E1, . . . , En, где n = p+ r+ 1, удовлетворяют требова-
ниям леммы. I

Определение 2.16. Пусть (S,Σ, µ) — пространство с неотрицатель-
ной мерой µ. Оно называется:

a) дискретным, если S =
⋃
α∈Λ

Tα∪N , где Tα (α ∈ Λ) — атомы, а µ(N) =

0;

b) неатомическим, если мера µ не имеет атомов, т. е. для любого мно-
жества E ∈ Σ такого, что µ(E) > 0, существует такое множество A,
что 0 < µ(A) < µ(E) и A ⊂ E;

c) вероятностным, если µ — вероятностная мера, т. е. µ(S) = 1.

Примером дискретного пространства служит пространство (N,Σ, µ),
где Σ = 2N и ∀n ∈ N : µ({n}) = 1.

Если X = {x1, x2, . . . }, Σ = 2X , pi > 0, i > 1,
∞∑
i=1

pi = 1 и µ(A) +∑
n : xn∈A

pn, A ∈ Σ, то, очевидно, (X,Σ, µ) — вероятностное пространство.
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Теорема 2.5 (Сакс). Пусть (S,Σ, µ) — пространство с мерой, µ —
конечная положительная и неатомическая мера и M ∈ Σ. Тогда су-
ществует такая функция B : [ 0, 1]→ Σ, что

B(α) ⊂ B(β), если 0 6 α 6 β 6 1, B(0) = ∅, B(1) = M и
µ
(
B(α)

)
= αµ(M) для всех α ∈ [ 0, 1].

J 1. Пусть µ(C0) > 0. Покажем сначала, что для любого ε > 0 су-
ществует такое множество D ⊂ C0, что 0 < µ(D) 6 ε. Это условие
будет выполнимо, если существует такая последовательность (Dj)

∞
j=1 в

Σ, что Dj ⊂ C0, µ(Dj) > 0 и lim
j
µ(Dj) = 0. Действительно, так как µ

— неатомическая мера, то существует такое множество C1 ⊂ C0, что
0 < µ(C1) < µ(C0). Продолжая рассуждение аналогичным образом,
покажем, что существуют такие множества C2, C3, . . ., что Cj+1 ⊂ Cj и
0 < µ(Cj+1) < µ(Cj). Очевидно, что(

Cj \ Cj+1

)
∩
(
Ck \ Ck+1

)
= ∅ при k 6= j и

µ
( ∞⊔
j=0

(
Cj \ Cj+1

))
6 µ(S) <∞.

Следовательно,

Dj + Cj \ Cj+1 ⊂ C0, µ(Dj) > 0 и lim
j
µ(Dj) = 0.

2. Покажем далее, что если µ(C) > 0 и ε > 0, то существует такое
конечное разбиение C1, . . . , Ck множества C, что 0 < µ(Cj) 6 ε. Для
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любого A ∈ Σ положим

ΣA + {E ∈ Σ |E ⊂ A, µ(E) 6 ε }
и

s(A) + supµ
(
ΣA

)
.

По доказанному в пункте 1, имеем s(A) > 0. Значит, мы можем опре-
делить такое множество

C ′1 ⊂ C, что s(C)/2 6 µ(C ′1) 6 ε.

Выберем теперь последовательно для j = 1, 2, . . . подмножество C ′j+1

из C \
j⊔
i=1

C ′i, удовлетворяющее соотношению

1

2
s
(
C \

j⊔
i=1

C ′i

)
6 µ

(
C ′i+1

)
6 ε.

Таким образом, множества C ′1, C ′2, . . . дизъюнктны и
∞∑
j=1

µ(C ′j) 6 µ(C) <∞.

Отсюда следует, что lim
j
µ(C ′j) = 0, а поэтому

s
(
C \

∞⊔
i=1

C ′i

)
= 0.
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Следовательно,

µ
(
C \

∞⊔
j=1

C ′j

)
= 0 и µ(C) =

∞∑
j=1

µ(C ′j).

Выберем k ∈ N так, чтобы
∞∑
j=k

µ(C ′j) 6 ε,

и положим

Cj + C ′j (j = 1, . . . , k − 1), Ck + C \
k−1⊔
j=1

C ′j.

3. Покажем теперь, что для любого множества A ∈ Σ существует та-
кое A′ ⊂ A, что µ(A′) = 1

2
µ(A). Если µ(A) = 0, то для A′ + A получаем

µ(A′) = 1
2
µ(A). Поэтому предположим, что µ(A) > 0. По доказанному

в пункте 2, если µ(C) > 0 и m ∈ N, то мы можем определить такое
разбиение Cm

1 , . . . , C
m
k(m) множества C, что

µ(Cm
j ) 6

1

m
.

Тогда множества

Dm(j, C) +
j⊔
i=1

Cm
i ⊂ C
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принадлежат Σ и обладают таким свойством, что для любой точки
θ ∈ [ 0, µ(C)] существует такое j(θ) ∈ {0, 1, . . . , k(m)}, что

θ − 1

m
6 µ

(
Dm(j(θ), C)

)
6 θ.

Поэтому мы можем определить такое D1 ⊂ A, что

1

2
µ(A)− 1 < µ(D1) 6

1

2
µ(A),

и для j = 1, 2, . . . определить такие Dj+1 ⊂ A \
j⋃
i=1

Di, что

1

2
µ(A)−

j∑
i=1

µ(Di)−
1

j
< µ(Dj+1) 6

1

2
µ(A)−

j∑
i=1

µ(Di).

Отсюда следует, что

A′ +
∞⋃
j=1

и µ(A′) =
1

2
µ(A).

4. Для завершения доказательства положим B(0) = ∅ и B(1) = M .
По доказанному в пункте 3, существует такое B(1

2
) ⊂M , что

µ
(
B(1

2
)
)

= 1
2
µ(M).
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Предположим теперь для доказательства по индукции, что k ∈ N
и существует такое Σ-измеримое подмножество B(j2−k) из M (j =
0, 1, 2, . . . , 2k − 1), что

B(j2−k) ⊂ B
(
(j + 1)2−k

)
и µ

(
B(j2−k)

)
= j2−kµ(M).

Из доказанного в пункте 3 следует тогда, что для каждого j ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k−
1} существует такое

B′k,j ⊂ B
(
(j + 1)2−k

)
\B(j2−k),

что
µ(B′k,j) = 2−k−1µ(M).

Положим
B
(
(2l + 1)2−k−1

)
+ B(l2−k) ∪B′k,l.

Нетрудно видеть, что

B(l2−k−1) ⊂ B
(
(l + 1)2−k−1

)
и µ

(
B(l2−k−1)

)
= l2−k−1µ(M).

для l = 0, 1, 2, . . . , 2k+1 − 1.
Таким образом, мы определили B(j2−k) (j = 0, 1, . . . , 2k) для k =

0, 1, 2, . . .. Для 0 < α < 1 мы можем построить такую возрастающую
последовательность

(
ji2
−ki
)∞
i=1

в R, что lim
i
ji2
−ki = α. Положим

B(α) + B
(
j12−k1

)
∪
∞⋃
i=1

[
B
(
ji+12−ki+1

)
\B
(
ji2
−ki
)]
.
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Нетрудно проверить, что функция B(·) удовлетворяет всем условиям
теоремы. I

Упражнения
Приводимые ниже упражнения необходимы для усвоения материала

следующего параграфа. Сначала напомним, что если даны две функ-
ции множества ϕ и ψ, определенные соответственно на системах мно-
жеств S и R пространства X, то ψ называется продолжением ϕ или
ϕ сужением ψ (обозначение: ϕ = ψ|S), если

S ⊆ R и ∀A ∈ S : ψ(A) = ϕ(A).

1. Доказать, что каждая конечно аддитивная функция ϕ, заданная на
полукольце множеств S, имеет единственное конечно аддитивное
продолжение ψ на минимальное кольцо R = r(S). При этом, если
функция ϕ σ-аддитивна, а ее продолжение ψ ограничено сверху или
снизу, то функция ψ также будет σ-аддитивной.

Решение. Так как каждое множество A ∈ R имеет вид A =
n⊔
i=1

Pi, где

Pi ∈ S, то определим продолжение функции ϕ по формуле

ψ(A) +
n∑
i=1

ϕ(Pi).

Это определение не зависит от представления множества A в виде объ-
единения. В самом деле, пусть

A =
k⊔
j=1

Qj , Qj ∈ S.
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— другое представление для A и Cij = Pi ∩Qj . Тогда

Pi =
k⊔
j=1

Cij , Qj =
n⊔
i=1

Cij ,

и мы получим равенство

ψ(A) =
n∑
i=1

ϕ(Pi) =
n∑
i=1

k∑
j=1

ϕ(Cij) =
k∑
j=1

ϕ(Qj).

Конечная аддитивность функции ψ сразу вытекает из ее определения.
Единственность такого продолжения в R следует из условия аддитивно-
сти функции ψ на кольце R: если λ — аддитивное продолжение ϕ на r(S),
то

∀A ∈ r(S) (= R) :

A =
n⊔
i=1

Ci, Ci ∈ r(S) , λ(A) =
n∑
i=1

λ(Ci) =
n∑
i=1

ϕ(Ci) = ψ(A).

Предположим теперь, что функция ϕ является σ-аддитивной, а ψ огра-
ничена снизу. Пусть

A =

∞⊔
n=1

An, где A,An ∈ R.

Если A =
k⊔
i=1

Pi и An =
kn⊔
j=1

Pjn, где Pi, Pjn ∈ S, то, полагая Pijn = Pi∩Pjn,
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в силу условия σ-аддитивности имеем

ϕ(Pi) =

∞,kn∑
n,j=1

ϕ(Pijn) =

∞,kn∑+

n,j=1

ϕ(Pijn) +

∞,kn∑−

n,j=1

ϕ(Pijn),

где последние две суммы относятся соответственно к тем индексам, для
которых ϕ(Pijn) > 0 или ϕ(Pijn) < 0. При этом сумма первого ряда может
принимать бесконечное значение +∞, а второй ряд по условию сходится
абсолютно. Отсюда (так как абсолютно сходящиеся ряды могут сумми-
роваться в любом порядке) получим равенство

ψ(A) =

k∑
i=1

∞,kn∑+

n,j=1

ϕ(Pijn) +

k∑
i=1

∞,kn∑−

n,j=1

ϕ(Pijn) =

=

∞,kn∑+

n,j=1

ϕ(Pjn) +

∞,kn∑−

n,j=1

ϕ(Pjn) =

∞∑
n=1

ψ(An).

Таким образом, функция ψ является σ-аддитивной. I

2. Пусть ϕ : S → [ 0,+∞] — σ-аддитивна, а S — полукольцо (полу-
алгебра). Доказать, что ϕ единственным образом продолжается до
σ-аддитивной неотрицательной ф.м. ψ, заданной на R = r(S) (ми-
нимальной алгебре), при этом продолжение ψ конечно (σ-конечно),
если ϕ конечна (σ-конечна).

3. Пусть H — полукольцо всех прямоугольников Π в Rn (n ∈ N) (см.
упражнение 4 к § 1 главы I) и E — совокупность всех элементарных
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множеств, т. е. E = r(H), где r(H) — минимальное кольцо, порож-
денное полукольцом H (см. теорему 2.1). Положим

∀A ∈ E : µ(A) +
M∑
m=1

µ(Πm),

если A =
⊔M
m=1 Πm,

(
Πm

)M
m=1

⊂ H, а µ(Π) +
M∏
k=1

(bk − ak), если Π

определяется числами a1, . . . , an и b1, . . . , bn, ak 6 bk, k = 1, . . . , n.
Тогда µ : E→ R+ регулярна на E.
Решение. Функция µ аддитивна на H и E (см. упражнение 7 и теоре-
му 2.1). Докажем сначала регулярность µ для произвольного прямоуголь-
ника Π, отвечающего числам a1, . . . , an и b1, . . . , bn, где ak 6 bk при всех
k = 1, . . . , n. Зафиксируем произвольно ε > 0. Для произвольного числа
δ > 0 определим открытый прямоугольник

G(δ) =
{
x ∈ Rn | ak − δ < xk < bk + δ ∀ k ∈ 1, n

}
.

Тогда справедливо включение Π ⊂ G(δ) и соотношение

µ
(
G(δ)

)
=

n∏
k=1

(bk − ak + 2δ) = µ(Π) +O(δ) < µ(Π) + ε

при достаточно малом δ = δ(ε). Если µ(Π) = 0, то для замкнутого множе-
ства F = ∅ получаем включение F ⊂ Π и неравенство µ(Π) < µ(Pi)+ε =
ε. Если же µ(Pi) > 0, то ak < bk для всех k ∈ 1, n.

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 114 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

Для произвольного положительного числа

δ < min
16k6n

bk − ak
2

определим замкнутый прямоугольник

F (δ) =
{
x ∈ Rn | ak + δ < xk < bk − δ ∀ k ∈ 1, n

}
.

Тогда справедливо включение Π ⊃ F (δ) и соотношение

µ
(
F (δ)

)
=

n∏
k=1

(bk − ak − 2δ) = µ(Π) +O(δ) > µ(Π)− ε

при достаточно малом δ = δ(ε). Таким образом, доказана регулярность
ф.м. µ для произвольного прямоугольника Π.
Теперь рассмотрим произвольное множество A ∈ E. Пусть конечная со-
вокупность прямоугольников

(
Πm

)M
m=1

образует разбиение множества A,

т. е. A =
M⊔
m=1

Πm. Зафиксируем произвольное число ε > 0. Как показано

выше, для каждого прямоугольника Πm существует замкнутый прямо-
угольник Fm и открытый прямоугольник Gm, такие, что справедливы
включения Fm ⊂ Πm ⊂ Gm и неравенства

µ(Πm) < µ(Fm) +
ε

M
и µ(Gm) < µ(Πm) +

ε

M
.

Определим множества

F =

M⋃
m=1

Fm и G =

M⋃
m=1

Gm.
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Множество F является замкнутым как конечное объединение замкнутых
множеств, а множество G является открытым как объединение открытых
множеств. Так как при m 6= k выполнено Πm ∩ Πk = ∅, то Fm ∩ Fk = ∅.
Следовательно,

µ(F ) =
M∑
m=1

µ(Fm).

По построению справедливы включения F ⊂ A ⊂ G. Наконец,

µ(G) 6
M∑
m=1

µ(Gm) <

M∑
m=1

µ(Πm) + ε = µ(A) + ε,

µ(A) =

M∑
m=1

µ(Πm) <

M∑
m=1

µ(Fm) + ε = µ(F ) + ε.

Отсюда получается требуемый результат. I

4. Пусть H — полукольцо всех прямоугольников Π в Rn (n ∈ N) и E —
совокупность всех элементарных множеств, т. е. E + r(H), где r(H)
— минимальное кольцо, порожденное полукольцом H. Положим

∀A ∈ E : µ(A) +
M∑
m=1

µ(Πm),

Если A =
M⊔
m=1

Πm, {Π1, . . . ,ΠM} ⊂ H, а µ(Π) +
n∏
k=1

(bk − ak), если Π

определяется числами a1, . . . , an и b1, . . . , bn, ak 6 bk, k ∈ 1, n. Тогда
µ : E→ R+ σ-аддитивна на E.
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Решение. Пусть (Am)∞m=1 ⊂ E и A =
∞⊔
m=1

Am ∈ E.

1. Поскольку ∀N > 1:
N⊔
m=1

Am ⊂ A, то, в силу монотонности µ на E,
имеем

µ
( N⊔
m=1

Am

)
6 µ(A).

Отсюда
N∑
m=1

µ(Am) 6 µ(A). (2.2)

Пусть произвольное ε > 0 фиксировано. (Напомним, что Rn рассматри-
вается как метрическое пространство с евклидовой метрикой). Для мно-
жества A ∈ E существуют замкнутое множество F ∈ E и открытое мно-
жество G ∈ E такие, что

F ⊂ A ⊂ G, µ(G)− µ(F ) > ε

(см. упражнение 3). При этом

µ(A) < µ(F ) + ε. (2.3)

Аналогично для каждого m > 1 для множества Am ∈ E существует от-
крытое множество Gm ∈ E такое, что

Am ⊂ Gm, µ(Gm)− µ(Am) <
ε

2m
. (2.4)
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Имеем

F ⊂ A =

∞⊔
m=1

Am ⊂
∞⋃
m=1

Gm.

Таким образом, для замкнутого и ограниченного (т. е. компактного) мно-

жества F ⊂ A справедливо включение F ⊂
∞⋃
m=1

Gm. Поэтому существует

N ∈ N такое, что

F ⊂
N⋃
m=1

Gm

Из этого включения, монотонности и полуаддитивности µ на E сначала
получим

µ(F ) 6 µ
( N⋃
m=1

Gm

)
6

N∑
m=1

µ(Gm),

затем с учетом (2.4)

µ(F ) 6
N∑
m=1

(
µ(Am) +

ε

2m

)
<

∞∑
m=1

µ(Am) + ε.

Из этого неравенства и неравенства (2.3) следует, что

µ(A) <

∞∑
m=1

µ(Am) + 2ε.
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Поскольку ε > 0 произвольно, то, устремляя ε→ 0, приходим к неравен-
ству

µ(A) 6
∞∑
m=1

µ(Am). (2.5)

Из (2.2) и (2.5) получим

µ(A) =
∞∑
m=1

µ(Am).

Счетная аддитивность µ доказана. I

5. Пусть Σ ⊂ 2X — монотонная алгебра подмножеств пространства X,
а µ : Σ→ R+ — а.ф.м. Докажите, что µ — σ-а.ф. м. на Σ, если X —
хаусдорфово компактное пространство.

Указание. Использовать теорему 2.3 А.Д.Александрова. I

6. ПустьR— кольцо всех измеримых поЖордану подмножеств Rn (n ∈
N и µ — мера Жордана на R ([1]). Доказать, что µ является σ-
аддитивной на R.

Указание. Для любых ε > 0 и A ∈ R существуют замкнутое множество
F ∈ R и открытое множество G ∈ R такие, что F ⊂ A ⊂ G и µ(G) −
µ(F ) < ε. I

7. Пусть S — полукольцо, состоящее из всех полуинтервалов вида

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 119 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

[ a, b) на вещественной прямой и ϕ : S→ [ 0,∞) — а.ф. м. Положим

∀ t ∈ R : g(t) +

 ϕ
(
[ 0, t)

)
при t > 0;

0 при t = 0;
−ϕ
(
[ 0, t)

)
при t < 0.

Доказать, что ϕ на S счетно аддитивна тогда и только тогда, когда
g : R → R — неубывающая непрерывная слева функция, т. е. ∀ t ∈
R : g(t) = g(t− 0).
Решение. Необходимость. Легко проверить, что g — неубывающая функ-
ция на R и ∀[ a, b) ∈ S : ϕ

(
[ a, b)

)
= g(b)− g(a). Учитывая σ-аддитивность

ϕ на S, получаем

g(t)− g(t− 0) = lim
ε→0

[
g(t)− g(t− ε)

]
= lim

ε→0
ϕ
(
[ t− ε, t)

)
= 0.

Достаточность. Положим

[ a, b) =
∞⊔
i=1

[ ai, bi).

Тогда

∀N ∈ N : [ a, b) ⊃
N⊔
i=1

[ ai, bi)

и, следовательно,

∀N ∈ N : ϕ
(
[ a, b)

)
>

N∑
i=1

ϕ
(
[ ai, bi)

)
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в силу аддитивности и монотонности ϕ. Отсюда получим

ϕ
(
[ a, b)

)
>
∞∑
i=1

ϕ
(
[ ai, bi)

)
.

Докажем обратное неравенство. Зафиксируем произвольное ε > 0 и вы-
берем положительные числа δ, δ1, δ2, . . . так, чтобы

|g(b)− g(b− δ)| < ε

2
и |g(ai)− g(ai − δi)| <

ε

2i+1
, i ∈ N.

Это можно сделать, так как g непрерывна слева на R. Так как

[ a, b− δ) ⊆
N⋃
i=1

(ai − δi, bi),

то по лемме Гейне— Бореля можно найти конечное число N ∈ N таких
интервалов (ai − δi, bi), что

[ a, b− δ) ⊂ [ a, b− δ] ⊆
N⋃
i=1

(ai − δi, bi) ⊂
N⋃
i=1

[ ai − δi, bi).
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Тогда будем иметь

ϕ
(
[ a, b)

)
= g(b)− g(a) < g(b− δ)− g(a) +

ε

2
= ϕ

(
[ a, b− δ)

)
+
ε

2
6

6
ε

2
+

N∑
i=1

ϕ
(
[ ai − δi, bi)

)
=
ε

2
+

N∑
i=1

[
g(bi)− g(ai − δi)

]
6

6
ε

2
+

N∑
i=1

[
ϕ
(
[ ai, bi)

)
+

ε

2i+1

]
6 ε+

∞∑
i=1

ϕ
(
[ ai, bi)

)
и, так как ε > 0 произвольно, то ϕ

(
[ a, b)

)
6
∞∑
i=1

ϕ
(
[ ai, bi)

)
. I

8. Рассмотрим полукольцо
S + { (a, b] | −∞ < a < b < +∞} ∪ {∅}.

Пусть f : R→ R — монотонно неубывающая и непрерывная справа
на R функция, а

µf (∅) + 0, µf
(
(a, b]

)
+ f(b)− f(a) ∀(a, b] ∈ S.

Тогда µf — σ-а.ф. м. на S.
Решение. Функция µf неотрицательна и аддитивна на S. Докажем, что
µf — σ-аддитивна на S. Пусть

{ (an, bn] |n > 1 } ⊂ S, (am, bm] ∩ (an, bn] = ∅ при m 6= n и
∞⊔
n=1

(an, bn] = (a, b] ∈ S.
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1. С учетом определения полукольца имеем

∀N > 1: (a, b] \
N⊔
n=1

(an, bn] =

m⊔
k=1

Ck, {C1, . . . , Cm} ⊂ S.

Следовательно,

(a, b] =

N⊔
n=1

(an, bn] t
m⊔
k=1

Ck,

откуда с учетом аддитивности µf на S получим равенство

µf
(
(a, b]

)
=

N∑
n=1

µf
(
(an, bn]

)
+

m∑
k=1

µf (Ck).

Поэтому

∀N > 1: µf
(
(a, b]

)
>

N∑
n=1

µf
(
(an, bn]

)
;

откуда

µf
(
(a, b]

)
>
∞∑
n=1

µf
(
(an, bn]

)
. (2.6)

2. Поскольку f — непрерывна справа, то

∀ ε > 0 ∃ a′ ∈ (a, b) : f(a′)− f(a) < ε =⇒
=⇒ µf

(
(a, b]

)
− µf

(
(a′, b]

)
= f(b)− f(a)−

(
f(b)− f(a′)

)
=

= f(a′)− f(a) < ε; (2.7)
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∀n > 1 ∃ b′n > bn : f(b′n)− f(bn) <
ε

2n
=⇒

=⇒ µf
(
(an, b

′
n]
)
− µf

(
(an, bn]

)
= f(b′n)− f(an)−

(
f(bn)− f(an)

)
=

= f(b′n)− f(bn) <
ε

2n
. (2.8)

Заметим теперь, что

[a′, b] ⊂ ( a, b] =

∞⊔
n=1

(an, bn] ⊂
∞⋃
n=1

(an, b
′
n),

откуда, поскольку [a′, b] — компакт на прямой R, то

∃N ∈ N : [a′, b] ⊂
∞⋃
n=1

(an, bn] ⊂
∞⋃
n=1

(an, b
′
n),

Теперь из полуаддитивности µf имеем

µf
(
(a′, b]

)
6

N∑
n=1

µf
(
(an, b

′
n]
)
6
∞∑
n=1

µf
(
(an, b

′
n]
)
,

откуда с учетом неравенств (2.7) и (2.8) получаем

µf
(
(a, b]

)
< µf

(
(a′, b]

)
+ ε 6

6
∞∑
n=1

(
µf
(
(an, bn]

)
+

ε

2n

)
+ ε =

∞∑
n=1

µf
(
(an, bn]

)
+ 2ε.
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Устремляя ε→ 0, приходим к неравенству

µf
(
(a, b]

)
6
∞∑
n=1

µf
(
(an, bn]

)
,

которое возможно вместе с неравенством (2.6), если

µf
(
(a, b]

)
=

∞∑
n=1

µf
(
(an, bn]

)
. I

9. Пусть H — полукольцо всех ограниченных промежутков I ⊂ R ви-
да [ a, b] , [ a, b) , (a, b] , (a, b) и ∅, а E + r(H) (т. е. E — минимальное
кольцо, порожденное полукольцом H), а g : R→ R — неубывающая
функция. Определим ф.м. µg : E→ [ 0,+∞), полагая

∀
(
A ∈ E, A =

N⊔
m=1

Im, {Im}Nm=1 ⊂ H
)

:

µg(A) +
N∑
m=1

µg(Im),

где для произвольного I из H полагаем:

µg(I) +


g(b+ 0)− g(a− 0), если I = [ a, b];
g(b− 0)− g(a− 0), если I = [ a, b);
g(b+ 0)− g(a+ 0), если I = (a, b];
g(b− 0)− g(a+ 0), если a < b и I = (a, b).
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В конструкции µg участвуют только пределы справа и слева функ-
ции g. По этой причине часто удобно считать g неубывающей и
непрерывной слева (или справа) функцией на R (ср. с упражне-
ниями 7, 8).

Функция µg : E → [ 0,+∞) называется мерой Стилтьеса на E, со-
ответствующей функции g. Если g(t) = t на R, то µg называется ли-
нейной мерой Лебега на E и принято ее обозначать через m: m + µt.

Доказать справедливость следующих предложений.

1) Мера Стилтьеса множества A ∈ E не зависит от выбора его раз-
биения попарно непересекающимися промежутками из H, т. е. µg
определена корректно на E.

2) Мера Стилтьеса µg конечна аддитивна и регулярна на E.

Решение. 1) Для A ∈ E рассмотрим два его разбиения {Im}Mm=1 и {Ĩk}Nk=1

из H. Для любых m ∈ 1,M и k ∈ 1, N определим

Îm,k = Im ∩ Ĩk ∈ H.

Ясно, что совокупность
{
Îm,k |m = 1,M, k = 1, N

}
образует разбиение

A. Для любого m ∈ 1,M имеем

Im =

N⊔
k=1

Îm,k и µg(Im) =

N∑
k=1

µg(Îm,k),
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для любого k ∈ 1, N имеем

Ĩk =

M⊔
m=1

Îm,k и µg(Ĩk) =

M∑
m=1

µg(Îm,k).

Следовательно, получаем

µg(A) =
M∑
m=1

µg(Im) =
M∑
m=1

N∑
k=1

µg(Îm,k) =
N∑
k=1

µg(Ĩk).

2) Покажем, что µg конечно аддитивна на E. Пусть A,B ∈ E и A ∩ B =
∅. Пусть PA = {Im}Nm=1 — разбиение множества A и PB = {Jk}Mk=1 —
разбиение множества B. Так как A∩B = ∅, то получаем Im∩Jk = ∅ при
всех m ∈ 1, N и k ∈ 1,M . Следовательно, PA t PB является разбиением
множества A tB, поэтому справедливо равенство

µg(A tB) =

N∑
m=1

µg(Im) +
M∑
k=1

µg(Jk) = µg(A) + µg(B).

Таким образом, конечная аддитивность µg доказана.
Покажем регулярность µg для любого промежутка из H. Пусть числа
a 6 b. Зафиксируем произвольное ε > 0. Существует δ = δ(ε) такое. что
при всех t ∈ (b, b+ δ) выполнено неравенство

g(t)− g(b+ 0) 6 ε,
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а при всех t ∈ (a− δ, a) выполнено неравенство

g(a− 0)− g(t) 6 ε.

Следовательно, открытый промежуток G = (a − δ, b + δ) содержит про-
межуток [ a, b] и справедливо неравенство

µg(G)− µg
(
[ a, b]

)
= g(b+ δ − 0)− g(b+ 0) + g(a− 0)− g(a−+0) 6 2ε.

Так как промежуток [ a, b] замкнут, то полагаем F = [ a, b]. Следователь-
но, регулярность µg для [ a, b] доказана.
Если a = b, то (a, b) = [ a, b) = (a, b] = ∅. Поэтому для проверки регуляр-
ности µg в этом случае полагаем F = G = ∅ — одновременно замкнутый
и открытый промежуток.
Далее считаем, что a < b. Тогда для любого ε > 0 существует γ = γ(ε) ∈(
0, b−a2

)
, такое, что при всех t ∈ (b−γ, b) выполнено неравенство g(b−0)−

g(t) 6 ε, а при всех t ∈ (a, a+ γ) выполнено неравенство g(t)− g(t+ 0)ε.
Рассмотрим промежуток (a, b]. Определим замкнутый промежуток F =
[ a + γ, b] ⊂ (a, b] и открытый промежуток G = (a, b + δ) ⊃ (a, b]. Тогда
справедливы неравенства

µg(G)− µg
(
(a, b]

)
= g(b+ δ − 0)− g(b+ 0) 6 ε,

µg
(
(a, b]

)
− µg(F ) = g(a+ γ − 0)− g(a+ 0) 6 ε.

Следовательно, регулярность меры µg для промежутка (a, b] доказана.
Рассмотрим промежуток (a, b). Определим замкнутый промежуток F =
[ a+γ, b−γ ⊂ (a, b) и открытый промежуток G = (a, b). Тогда справедливо
неравенство

µg
(
(a, b)

)
− µg(F ) = g(b− 0)− g(b− γ + 0) + g(a+ γ − 0)− g(a+ 0) 6 2ε.
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Следовательно, регулярность меры µg для промежутка (a, b) доказана.
Таким образом, доказана регулярность µg для любого промежутка I, т. е.
доказана регулярность µg на H.
Доказательство регулярности µg для любого элемента A ∈ E проводится
совершенно аналогично соответствующему доказательству из упражне-
ния 3. I

10. Пусть [ a, b] ⊂ R (a < b) — произвольно фиксированный отрезок, E
— минимальная алгебра, порожденная полуалгеброй всех открытых
полуоткрытых и замкнутых промежутков, содержащихся в [ a, b].
Пусть, далее, g : R→ R — неубывающая функция. Доказать, что ме-
ра Стилтьеса µg (определение µg см в упражнении 9) σ-аддитивна на
E. Указание. Использовать упражнение 9 и теорему 2.3 А.Д.Александрова. I

11. Пусть X — множество всех рациональных чисел отрезка [ 0, 1], а си-
стема множеств H состоит из пересечений X с произвольными ин-
тервалами (a, b), отрезками [ a, b] или полуинтервалами [ a, b), (a, b]
сегмента [ 0, 1], где a 6 b. Если множество Aa,b ∈ H совпадает с
одним из множеств (a, b) ∩ X, [ a, b) ∩ X, (a, b] ∩ X и [ a, b] ∩ X, то
положим

µ
(
Aa,b

)
+ b− a.

Доказать, что H — полукольцо, µ : H → R+ — а.ф.м. и µ не явля-
ется σ-а.ф. м. на H.

12. Пусть X = [ 0, 1] ⊂ R, R — кольцо всех конечных подмножеств
множества X и функция f : R→ R+. Положим

∀A ∈ H : µ(A) +
∑
x∈A

f(x).
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Доказать, что µ : R → R+ — счетно аддитивная функция, которая
не является σ-конечной на R.

13. Пусть S1 — полукольцо всех полуинтервалов вида [α, β), принадле-
жащих отрезку [ a, b] ⊂ R, f : [ a, b]→ R — монотонно неубывающая
непрерывная слева функция и

∀[α, β) ∈ S1 : µf
(
[α, β)

)
+ f(β)− f(α).

Доказать, что µf — σ-а.ф. м. на S1.

14. Пусть S2 — полукольцо всех полуинтервалов вида (α, β] отрезка
[ a, b] ⊂ R, а f : [ a, b] → R монотонно неубывающая непрерывная
справа функция на [ a, b] и

∀[α, β) ∈ S2 : µf
(
(α, β]

)
+ f(β)− f(α).

Доказать, что µf — σ-а.ф. м. на S2.
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§ 3. Продолжения функции множества

В предыдущих параграфах настоящей главы мы рассмотрели неко-
торые свойства конечно аддитивных и счетно аддитивных функций
множества, определенных на конкретных классах множеств основного
множества (= пространства) S. Во многих случаях возникает задача
продолжения ф.м. с заданной области определения на более широ-
кую область определения с сохранением ее свойств. Такова, например,
задача определения σ-а.ф. м. на всех борелевских множествах число-
вой прямой (или конечномерного евклидова пространства Rn), задан-
ной первоначально только на полуалгебре интервалов (соответственно
прямоугольных множеств — прямоугольников). И, вообще, любая чис-
ловая мера обычно первоначально определяется на некоторой полуал-
гебре множеств, и возникает задача продолжения ее на более широкий
класс множеств.

В решении задачи продолжения ф.м. в абстрактной форме велика
заслуга Каратеодори ([11]), который нашел метод продолжения, отли-
чающийся как изяществом, так и общностью. В настоящем парагра-
фе показано, что заданную счетно аддитивную ф.м., определенную на
некоторой алгебре, можно продолжить до меры, т. е. до счетно адди-
тивной ф.м., определенной на некоторой σ-алгебре, содержащей дан-
ную алгебру, — это теорема Хана о продолжении и аналогичные ей
другие теоремы; они используются для построения классических мер
Бореля, Лебега и Лебега—Стилтьеса.

Определение 3.1. Пусть λ—ф.м., векторная или принимающая зна-
чения из R , определенная на некоторой алгебре Σ подмножеств множе-
ства S и такая, что λ(∅) = 0. Множество E называется λ-множеством,
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если
E ∈ Σ и если λ(M) = λ(ME) + λ(ME ′), M ∈ Σ.

(Здесь ME +M ∩ E и E ′ + S \ E — дополнение E до S).

Лемма 3.1. Пусть λ — произвольная ф.м., векторная или со значе-
ниями из R , определенная на алгебре Σ подмножеств множества S
(т. е. Σ = 2S) и такая, что λ(∅) = 0. Тогда семейство

Σ0 + {A ∈ Σ |A — λ-множество }

является алгеброй (= подалгеброй) в Σ, причем на Σ0 ф.м. λ адди-
тивна. Если, кроме того, E есть объединение конечного числа непе-
ресекающихся λ-множеств {En}, то для всех M ∈ Σ

λ(ME) =
∑
n

λ(MEn).

J Σ0 6= ∅, так как ∅ и S являются λ-множествами; ясно также, что
дополнение любого λ-множества является λ-множеством. Покажем те-
перь, что пересечение двух λ-множествA иB также будет λ-множеством.
Пусть M ∈ Σ. Так как A является λ-множеством, то

(I) λ(MB) = λ(MBA)+λ(MBA′), а так какB тоже есть λ-множество,
то

(II) λ(M) = λ(MB) + λ(MB′),

λ
(
M(AB)′

)
= λ

(
M(AB)′B

)
+ λ
(
M(AB)′B′

)
,
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(III) λ
(
M(AB)′

)
= λ(MBA′)) + λ(MB′).

Из (I) и (II) вытекает, что

λ(M) = λ(MBA) + λ(MBA′) + λ(MB′),

а из (III) — что

λ(M) = λ(MBA) + λ
(
M(AB)′

)
.

Следовательно, и AB является λ-множеством. Поскольку⋃
An =

(⋂
A′n

)′
,

мы доказали, что λ-множества образует алгебру. Пусть теперь E1 и E2
— непересекающиеся λ-множества. Заменяя в определении 3.1 M на
M(E1 t E2), находим, что

λ
(
M(E1 t E2)

)
= λ(ME1) + λ(ME2).

Последнее утверждение леммы следует отсюда по индукции. I

Определение 3.2. Внешней мерой на множестве S называется ф.м.
λ : Σ

(
+ 2S

)
→ R+, удовлетворяющая следующим условиям:

(I) λ(∅) = 0;

(II) λ(A) 6 λ(B), если A ⊆ B, A,B ∈ Σ;
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(III) λ
( ∞⋃
n=1

En

)
6
∞∑
n=1

λ(En), (En)∞n=1 ⊆ Σ.

Внешняя мера λ : Σ→ R+ называется конечной внешней мерой.

Теорема 3.1 (К.Каратеодори). Если λ внешняя мера, то семей-
ство λ-множеств является σ-алгеброй, на которой λ счетно адди-
тивна.

J По лемме 3.1 λ-множества образуют алгебру. Она будет σ-алгеброй,
если показать, что объединение E каждой последовательности (En)∞n=1
попарно непересекающихся λ-множеств само является λ-множеством.
Из леммы 3.1 вытекает, что если M ∈ Σ, то

λ(M) = λ
(
M

k⊔
n=1

En

)
+ λ
(
M
( k⊔
n=1

En

)′)
=

=
k∑

n=1

λ(MEn) + λ
(
M
( k⊔
n=1

En

)′)
6

k∑
n=1

λ(MEn) + λ(ME ′).

Следовательно,

λ(ME) + λ(ME ′) > λ(M) >
∞∑
n=1

λ(MEn) + λ(ME ′) >

> λ(ME) + λ(ME ′),
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откуда вытекает, что E является λ-множеством; заменяя M на ME,
получаем равенство

λ(ME) =
∞∑
n=1

λ(MEn). I

Следствие 3.1. В условиях теоремы 3.1 мера λ|Σλ, где Σλ — σ-алгебра
всех λ-множеств, является полной.

J Пусть A ∈ Σλ и λ(A) = 0 и C ⊂ A. Тогда для любого B ⊂ S с учетом
монотонности внешней меры λ имеем

λ(B) > λ(BC ′) > λ(BA′) = λ(BA) + λ(BA′) = λ(B),

поскольку 0 6 λ(BA) 6 λ(A) = 0. Итак,

λ(B) = λ(BC ′) для любого B ⊂ S.

Далее,
λ(BC) 6 λ(BA) 6 λ(A) = 0,

т. е.
λ(BC) = 0 для любого B ⊂ S.

Следовательно, для любого B ⊂ S получим λ(B) = λ(BC) + λ(BC ′).
Это означает C ∈ Σλ. I

Естественной областью определения меры является σ-кольцо или σ-
алгебра. С другой стороны, мы знаем (см. § 2), что а.ф. м. и σ-а.ф. м.,
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заданные на полукольце (или полуалгебре) H единственным образом
продолжается на r(H) (или Σ (H)). Поэтому при исследовании задачи
о продолжении а.ф. м. или σ-а.ф. м. достаточно и будем считать, что
она первоначально задана на кольце (или алгебре).
Лемма 3.2. Пусть µ — неотрицательная счетно аддитивная функ-
ция множества, определенная на алгебре Σ подмножеств множе-
ства S и принимающая значения из расширенной области веществен-
ных чисел. Для каждого A ⊆ S положим

µ̂(A) + inf
∞∑
n=1

µ(En), (3.1)

где нижняя грань берется по всем таким последовательностям (En)∞n=1
множеств из Σ, объединение которых содержит A. Тогда µ̂ будет
внешней мерой, а каждое множество из Σ — µ̂-множеством. Кроме
того, если E ∈ Σ, то µ̂(E) = µ(E).

J Выполнение свойства (I) из определения 3.2 для µ̂ очевидно, а свой-
ство (II) для µ̂ следует из того, что всякое покрытие множества B ⊂ S
является и покрытием множества A, но не наоборот (т. е. класс по-
крытий множества B является частью класса покрытий множества
A). Пусть E является объединением произвольной последовательно-
сти (En)∞n=1 множеств из S. Возьмем ε и для каждого n = 1, 2, . . . вы-
берем последовательность

(
Em,n

)∞
m=1
⊂ Σ, обладающую следующими

свойствами:

En ⊆
∞⋃
m=1

Em,n, и
∞∑
m=1

µ(Em,n) 6 µ̂(En) +
ε

2n+1
.
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Тогда
∞⋃

m,n=1

Em,n ⊃ E

и, следовательно,

µ̂(E) 6
∞∑

m,n=1

µ(Em,n) 6
∞∑
n=1

µ̂(En) + ε.

Ввиду произвольного ε > 0 этим доказано, что µ̂ обладает и свой-
ством (III) из определения 3.2. Таким образом, µ̂ является внешней
мерой, определенной на σ-алгебре всех подмножеств множества S.

Пусть теперь E ∈ Σ. Так как E ⊆ E, то µ(E) > µ̂(E). Если

En ∈ Σ, n = 1, 2, . . . , и E ⊆
∞⋃
n=1

En,

то множества

A1 + E1, An + En

( ⋃
j<n

Ej

)′
, n > 1,

являются попарно непересекающимися множествами, принадлежащи-
ми Σ, причем

∞⊔
n=1

An =
∞⋃
n=1

En.
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Таким образом,

µ(E) = µ
(
E
∞⊔
n=1

An

)
= µ

( ∞⊔
n=1

EAn

)
=
∞∑
n=1

µ(EAn) 6

6
∞∑
n=1

µ(An) 6
∞∑
n=1

µ(En),

откуда вытекает, что µ(E) 6 µ̂(E). Мы получаем, что если E ∈ Σ, то
µ(E) = µ̂(E).

Наконец, чтобы показать, что каждое множество E из Σ является
µ̂-множеством, рассмотрим произвольное подмножество M из S. Так
как µ̂ — внешняя мера, то

µ̂(ME) + µ̂(ME ′) > µ̂(M).

Для того чтобы доказать, что E есть µ̂-множество, достаточно убе-
диться в том, что

µ̂(M) > µ̂(ME) + µ̂(ME ′).

Для наперед заданного ε > 0 найдутся такие множества En ∈ Σ, n =
1, 2, . . ., что M ⊆

⋃
En и

∞∑
n=1

µ(En) 6 µ̂(M) + ε.
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Далее, так как ME ⊆
⋃
EEn и ME ′ ⊆

⋃
E ′En, то

ε+ µ̂(M) >
∞∑
n=1

µ(En) =

=
∞∑
n=1

[
µ(EnE) + µ(EnE

′)
]
> µ̂(ME) + µ̂(ME ′). I

Замечание 3.1. Функция множества µ̂ : 2S → R+, определенная фор-
мулой (3.1), построена, следуя методу Лебега, который он использовал
для построения (уже теперь классической) меры в евклидовом про-
странстве Rn. µ̂ называется внешней мерой, порожденной (= индуци-
рованной) σ-а. ф.м. µ : Σ→ R+. Отметим также, что в определении 3.1
функции µ̂ множества En ∈ Σ, n = 1, 2, . . ., можно считать дизъюнкт-
ными (см. лемму 2.3).

Следствие 3.2. Пусть Σ — алгебра подмножеств в S, µ : Σ→ R+ —
счетно аддитивная функция. Для каждого A ⊆ S положим

µ̂(A) + inf

{
∞∑
i=1

µ(Ai) |Ai ∈ Σ, A ⊂
∞⋃
i=1

Ai

}
.

Тогда:
1) µ̂ — конечная внешняя мера на 2S и Σ ⊂ Σµ̂, где

Σµ̂ +
{
E ∈ 2S | µ̂(A) = µ̂(AE) + µ̂(AE ′) ∀A ∈ 2S

}
;
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2) µ̂(A) = µ(A) для A ∈ Σ;

3) µ̂ : Σµ̂ → R+ — конечная мера (= конечная неотрицательная σ-
аддитивная ф.м.).

J Утверждения следствия вытекают из теоремы 3.1 Каратеодори и
леммы 3.2. I

Теорема 3.2 (теорема Хана о продолжении меры). Каж-
дая определенная на алгебре Σ счетно аддитивная ф.м. µ : Σ → R+
имеет счетно аддитивное неотрицательное продолжение на σ-алгебру,
порожденную алгеброй Σ. Если µ σ-конечна на Σ, то это продолже-
ние единственно.

J В силу теоремы 3.1 Каратеодори и леммы 3.2 внешняя мера µ̂ являет-
ся неотрицательным счетно аддитивным продолжением µ на σ-алгебру
Σ0, порожденную алгеброй Σ. Пусть µ1 — другое такое же продолже-
ние. Если µ σ-конечна на Σ, то для доказательства единственности
этого продолжения достаточно показать, что µ̂(E) = µ1(E) для каж-
дого множества E из Σ0, содержащегося в таком множестве F из Σ,
для которого µ(F ) <∞. Пусть En ∈ Σ и E ⊆

⋃
En. Так как

µ1(E) 6
∑
n

µ1(En) =
∑
n

µ(En),

то mu1(E) 6 µ̂(E). Аналогично µ1(F \ E) 6 µ̂(F \ E). Так как

µ1(E) + µ!(F \ E) = µ1(F ) = µ̂(F ) = µ̂(E) + µ̂(F \ E),

то ввиду предшествующих неравенств получаем µ1(E) = µ̂(E). I
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Следствие 3.3. Каждая ограниченная комплексная счетно аддитив-
ная ф.м., определенная на алгебре Σ, имеет единственное счетно ад-
дитивное продолжение на σ-алгебру, порожденную алгеброй Σ.

J Если µ — определенная на алгебре Σ ограниченная счетно аддитив-
ная функция множества, то ввиду теоремы 1.1 о разложении в смысле
Жордана и леммы 2.2 ее вещественная и мнимая части могут быть
представлены в виде разности двух определенных на Σ неотрицатель-
ных счетно аддитивных функций множества. Доказываемый результат
вытекает теперь из теоремы 3.2 Хана о продолжении меры. I

Теорема 3.3. Пусть µ — ограниченная регулярная комплексная ад-
дитивная ф.м., определенная на некоторой алгебре Σ подмножеств
компактного топологического пространства S. Тогда µ имеет един-
ственное регулярное счетно аддитивное продолжение на σ-алгебру,
порожденную алгеброй Σ.

J Так как µ регулярна в том и только в том случае, если регулярны
положительные и отрицательные вариации ее действительной и мни-
мой частей, то мы можем и будем предполагать, что µ неотрицательна
(см. лемму 2.10). По теореме 2.3 Александрова, µ счетно аддитивна на
Σ. Поэтому внешняя мера µ̂, определенная в лемме 3.2, является счет-
но аддитивным продолжением µ на σ-алгебру Σ1, порожденную Σ (см.
теоремы 3.1,3.2 и лемму 3.2).

Остается доказать, что µ̂ регулярна на Σ1. Если E ∈ Σ1 и ε > 0, то
найдутся такие множества En ∈ Σ, что

S ⊆
∞⋃
n=1

En и µ̂
( ∞⋃
n=1

En \ E
)
<
ε

2
.
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Согласно определению 2.10, существуют такое открытое множество Gn
и такое множество An ∈ Σ, что

En ⊆ Gn ⊆ An и µ(An \ En) <
ε

2n=1
.

Положим
G +

⋃
Gn и A +

⋃
An.

Тогда множество G открыто, A ∈ Σ1 и

E ⊆ G ⊆ A, A \
∞⋃
n=1

En ⊆
∞⋃
n=1

(An \ En),

µ̂(A \ E) = µ̂
(
A \

∞⋃
n=1

En

)
+ µ̂
( ∞⋃
n=1

En \ E
)
<

<
∞∑
n=1

µ(An \ En) +
ε

2
<
∞∑
n=1

ε

2n+1
+
ε

2
= ε.

Рассуждая так же относительно E ′(+ S\E), мы построим множество
B ∈ Σ1, замыкание которого содержится в E и такое, что

µ̂(E \B) < ε.

Этим доказана регулярность µ̂ на Σ1. I
Теперь кратко остановимся на задаче продолжения σ-а.ф. м., задан-

ной на кольце (а не на алгебре).
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Предложение 3.1. Пусть µ : H → R+ — σ-а. ф.м., заданная на коль-
це H ⊂ 2S. Функция µ∗ : 2S → R+, определенная для произвольного
A ⊂ S следующим равенством

µ∗(A) +


0 при A = ∅;

inf

{∑∞
n=1 µ(An)

∣∣∣∣∣ (An)∞n=1⊂H,
∞⋃
n=1

An⊃A

}
при условии, что хотя бы одна
такая последовательность су-
ществует;

+∞ в остальных случаях,

удовлетворяет всем условиям определения 3.2, т. е. µ∗ : 2S → R+ —
внешняя мера, порожденная σ-а. ф.м. µ.

J Доказательство такое же, как и у соответствующего утверждения
леммы 3.2. I

Определение 3.3. Пусть λ∗ : 2S → R+ — внешняя мера в смысле
определения 3.2. Множество A ⊂ S называется λ∗-измеримым (= из-
меримым в смысле Каратеодори), если

∀B ⊂ S : λ∗(B) = λ∗(BA) + λ∗(B \ A)

или, равносильно,

∀B ⊂ S : λ∗(B) = λ∗(BA) + λ∗(BA′).

Теорема 3.4 (К.Каратеодори). Пусть λ∗ : 2S → R + — внешняя
мера и Σλ∗ — класс всех λ∗-измеримых множеств. Класс Σλ∗ есть
σ-алгебра, а λ∗|Σλ∗

(т. е. сужение λ∗ на Σλ∗) есть мера.
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J 1. Σλ∗ — алгебра. Заметим, что ∅ ∈ Σλ∗ , поскольку

∀B ⊂ S : λ∗(B ∩∅) + λ∗(B \∅) = λ∗(∅) + λ∗(B) = λ∗(B)

и что из A ∈ Σλ∗ следует A′ ∈ Σλ∗ , так как

∀B ⊂ S : λ∗(B ∩ A′) + λ∗(B \ A′) = λ∗(BA′) + λ∗(BA) = λ∗(B).

Пусть {G,F} ⊂ Σλ∗ . Тогда для любого B ⊂ S имеем

λ∗(B) =
(
т. к. G — λ∗-измеримо

)
= λ∗(BG) + λ∗(BG′) =

= (т. к. F — λ∗-измеримо) =

= λ∗(BG) + λ∗(BG′F ) + λ∗(BG′F ′), (3.2)
λ∗
(
B(G ∪ F )

)
=
(
т. к. G — λ∗-измеримо

)
=

λ∗
(
B(G ∪ F )G

)
+ λ∗

(
B(G ∪ F )G′

)
=

= λ∗
(
B ∩G

)
+ λ∗

(
BFG′). (3.3)

С учетом (3.3) из (3.2) получим равенство

λ∗(B) = λ∗
(
B(G ∪ F )

)
+ λ∗

(
B(G ∪ F )′

)
.

Таким образом, (G ∪ F ) ∈ Σλ∗ , откуда

GF =
(
G′ ∪ F ′

)′ ∈ Σλ∗ , G \ F = (G ∩ F ′) ∈ Σλ∗ .
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2. Σλ∗ — σ-алгебра и сужение λ∗ на Σλ∗ есть мера. Пусть (An)∞n=1 ⊂

Σλ∗ . Нужно доказать, что
∞⋃
n=1

An ∈ Σλ∗ . Поскольку Σλ∗ — алгебра, то

можно предполагать, что (An)∞n=1 — последовательность дизъюнктных
множеств. Для любого B ⊂ S по λ∗-измеримости A1 имеем

λ∗
(
B(A1 ∪ A2)

)
= λ∗

(
B(A1 ∪ A2)A1

)
+ λ∗

(
B(A1 ∪ A2)A′1

)
=

= λ∗(BA1) + λ∗(BA2).

С учетом этого равенства и λ∗-измеримости A3 получим

λ∗
(
B(A1 ∪ A2 ∪ A3)

)
= λ∗(BA3) + λ∗

(
B(A1 ∪ A2)

)
=

3∑
i=1

λ∗(BAi).

Аналогично для любого n > 1 имеем равенство

λ∗
(
B

n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

λ∗(BAi). (3.4)

Используя теперь последовательно λ∗-измеримость
n⋃
i=1

, равенство (3.4)
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и монотонность внешней меры. Тогда

λ∗(B) = λ∗
(
B

n⋃
i=1

Ai

)
+ λ∗

(
B
( n⋃
i=1

Ai

)′)
>

>
n∑
i=1

λ∗(BAi) + λ∗
(
B
( ∞⋃
i=1

Ai

)′)
.

Таким образом,

λ∗(B) >
∞∑
i=1

λ∗(BAi) + λ∗
(
B
( ∞⋃
i=1

Ai

)′)
>

> λ∗
(
B
∞⋃
i=1

Ai

)
+ λ∗

(
B
( ∞⋃
i=1

Ai

)′)
; (3.5)

последнее неравенство основано на свойстве (III) из определения 3.2.
С учетом полуаддитивности внешней меры λ∗ заключаем, что

λ∗(B) = λ∗
(
B
∞⋃
i=1

Ai

)
+ λ∗

(
B
( ∞⋃
i=1

Ai

)′)
.

Поэтому
∞⋃
i=1

Ai ∈ Σλ∗ ,
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а соотношение (3.5) выполняется со знаком равенства. Положив в этом

равенстве B =
∞⋃
i=1

Ai, получим

λ∗
( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

λ∗(Ai). I

Отметим, что λ∗|Σλ∗
— полная мера на Σλ∗ (см. следствие 3.1). Да-

лее, если λ∗ — внешняя мера, то σ-алгебра Σλ∗ может оказаться весьма
«бедной», возможно даже, что Σλ∗ = {∅, S}. Но если внешняя мера ин-
дуцирована σ-а.ф. м., заданной на кольце, то справедливо следующее
предложение.

Предложение 3.2. Пусть µ : H → R+ — σ-а. ф.м., заданная на коль-
це H ⊂ 2S, µ∗ — внешняя мера, индуцированная функцией µ и Σµ∗ —
σ-алгебра µ∗-измеримых множеств. Тогда H ⊂ Σµ∗.

J 1. Докажем сначала, что

∀A ∈ H : µ∗(A) = µ(A).

Действительно, µ∗(A) 6 µ(A), поскольку A ⊂ A∪∅∪∅ . . .. Кроме того,
для любой последовательности (An)∞n=1 из H (которую можно считать

последовательностью дизъюнктных множеств, A ⊂
∞⋃
n=1

An) имеем A =
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∞⋃
n=1

(AAn). σ-аддитивность и монотонность ф.м. µ на H приводят к
соотношению

µ(A) =
∞∑
n=1

µ(AAn) 6
∞∑
n=1

µ(An).

Поэтому, согласно определению µ∗, µ(A) 6 µ∗(A).
2. H ⊂ Σµ∗ . Пусть A ∈ H и ε > 0 заданы. Рассмотрим произвольное

множество B ⊂ S, µ∗(B) < +∞. Согласно определению µ∗

∃ (An)∞n=1 ⊂ H : µ∗(B) + ε >
∞∑
n=1

µ(An).

Отсюда с учетом аддитивности µ на H и определения µ∗, получим

µ∗(B) + ε >
∞∑
n=1

[
µ(AnA) + µ(AnA

′)
]
>

> µ∗(BA) + µ∗(BA′).

Теперь при ε→ 0 имеем

µ∗(B) > µ∗(BA) + µ∗(BA′).

Из этого неравенства и полуаддитивности внешней меры следует µ∗-
измеримость множества A. I
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Обозначим µ + µ∗|Σµ∗
, т. е. ∀A ∈ Σµ∗ : µ(A) + µ∗(A). Итак, µ —

продолжение из теоремы 3.4 σ-а.ф. м. µ с кольца H на σ-алгебру Σµ∗

всех µ∗-измеримых множеств. Имеем включение

Σµ∗ ⊃ rσ(H) ,

где rσ(H) — минимальное σ-кольцо, порожденное кольцом H.

Предложение 3.3. Продолжение σ-конечной и σ-а. ф.м. µ с кольца
H на rσ(H) (= минимальное σ-кольцо, порожденное H) единственно
и σ-конечно.

J 1. Пусть ϕ — некоторое продолжение на rσ(H) функции µ. Пред-
положим сначала, что одна из функций ϕ или µ конечна на rσ(H).
Положим

Q + {A ∈ rσ(H) |ϕ(A) = µ(A) } ,
при этом H ⊂ Q ⊂ rσ(H). Q — монотонный класс. Действительно, для
(An)∞n=1 ⊂ Q, An ⊂ An+1 (n > 1) с помощью леммы 2.3 о непрерывности
ϕ снизу имеем

ϕ
( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n
ϕ(An) = lim

n
µ(An) = µ

( ∞⋃
n=1

An

)
,

а потому
∞⋃
n=1

An ∈ Q. Аналогично с помощью леммы 2.4 о непрерыв-

ности сверху и предположения конечности одной из функций ϕ или µ

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 149 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

доказывается, что классу Q принадлежит предел убывающей последо-
вательности множеств из Q. Поэтому mσ(H) ⊂ Q ⊂ rσ(H) (где mσ(H)
— минимальный монотонный класс, порожденный кольцом H), кроме
того, mσ(H) = rσ(H) (см. §§ 1,2 главы I). Следовательно, Q = rσ(H).

2. Пусть A ∈ H — множество, для которого одна из функций ϕ или
µ конечна. Тогда по уже доказанной части 1 функции ϕ и µ совпадают
на A ∩ rσ(H) = rσ(A ∩H). Кроме того, любое множество из rσ(H)
содержится в объединении счетного набора множеств из H, причем
каждое с конечным значением функции µ. I
Замечание 3.2. Условие σ-конечности µ на H в предложении 3.3 су-
щественно ([1, 9]).

Отметим также, что µ на Σµ∗ есть пополнение µ на rσ(H).
Предложение 3.4 (о приближении). Пусть µ > 0 — σ-конечная и
σ-а. ф.м. на кольце H и µ ее продолжение на rσ(H). Тогда

∀
(
A ∈ rσ(H) , µ(A) < +∞

)
∀ε > 0 ∃C ∈ H :

µ
(
(A \ C) ∪ (C \ A)

)
< ε.

J Пусть µ∗ — внешняя мера, индуцированная функцией µ, при этом
µ = µ∗ на rσ(H). Пусть ε > 0 фиксировано. Согласно определению
внешней меры для µ(A) = µ∗(A) и числа ε/2 имеем

∃ (An)∞n=1 ⊂ H,
∞⋃
n=1

An ⊃ A :

µ(A) +
ε

2
>
∞∑
n=1

µ(An) =
∞∑
n=1

µ(An).

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 150 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

Отсюда с помощью σ-аддитивности и монотонности µ получим для
каждого n > 1

µ(A) +
ε

2
> µ

( ∞⋃
n=1

An

)
> µ

( k⋃
n=1

An

)
. (3.6)

Кроме того, в силу непрерывности µ снизу

µ
( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

k
µ
( k⋃
n=1

An

)
.

Следовательно,

∃n0 > 1: µ
( n0⋃
n=1

An

)
+
ε

2
> µ

( ∞⋃
n=1

An

)
. (3.7)

Пусть

C +
n0⋃
n=1

An.

Тогда из неравенств (3.6) и (3.7) получим

µ(C \ A) 6 µ
( ∞⋃
n=1

An \ A
)
<
ε

2
,

µ(C \ A) 6 µ
( ∞⋃
n=1

An \
n0⋃
n=1

An

)
<
ε

2
. I

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 151 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

Нетрудно убедиться, что если µ∗ — внешняя мера, индуцированная
заданной на кольцеH ⊂ 2S неотрицательной σ-а.ф. м. µ и µ∗(S) < +∞,
то

A ∈ Σµ∗ ⇐⇒ ∀ε > 0∃C ∈ H : µ∗
(
(A \ C) ∪ (C \ A)

)
< ε.

С помощью полученных в настоящем параграфе абстрактных утвер-
ждений можно построить много конкретных и часто используемых
мер. Остановимся на некоторых из них.

Пример 1 (Борелевские и лебеговские меры в R). Вос-
пользуемся теоремой 3.3 для определения борелевских и лебеговских
мер в R.

Пусть a < b, S + [ a, b] и Σ — семейство подмножеств из S следую-
щего вида:

{a} = [ a, a], (c, d] для a 6 c < d 6 b,

а также конечное объединение таких промежутков. Ясно, что Σ — яв-
ляется алгеброй. Положим

µ
(
{a}
)
+ 0 µ

(
(c, d]

)
+ d− c

и

µ
( k⊔
j=1

Aj

)
+

k∑
j=1

µ(Aj),

если k ∈ N и Aj — различные промежутки рассматриваемого вида.
Функция µ : Σ → R+ ограничена, аддитивна и регулярна на Σ, и, по
теореме 3.3, имеет единственное расширение µ̃ до ограниченной регу-
лярной меры на наименьшую σ-алгебру Σ̃, содержащую Σ. Известно,
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что каждое открытое подмножество из S является конечным или счет-
ным набором открытых (относительно S) интервалов. Поэтому каж-
дый элемент из Σ является борелевским множеством, а Σ̃ содержит
открытые подмножества из S; следовательно,

Σ̃ = B(S) ,

где B(S) — σ-алгебра всех борелевских подмножеств пространства S.

Определение 3.4. Мера µ̃ : Σ̃
(

= B(S)
)
→ R+ называется борелев-

ской мерой в S = [ a, b], а тройка (S,B(S) , µ̃) — пространством с бо-
релевской мерой.

Совокупность Σ̃∗ всех множеств вида E ∪N , где E ∈ Σ̃ и N — под-
множество такого множества M ∈ Σ̃, для которого µ̃(M) = 0, является
σ-алгеброй, а µ̃∗(E ∪N) + µ̃(E) — мера на Σ̃∗ (см. теорему 2.4). Мера
µ̃∗ : Σ̃∗ → R+ называется мерой Лебега (= лебеговским продолжением
меры µ̃), а пространство (S, Σ̃∗, µ̃∗) — лебеговским расширением про-
странства (S, Σ̃, µ̃).

Если A ⊂ S = R и A ∩ [j, j + 1] является борелевским множеством
(как подмножество из [j, j+ 1]) для каждого j ∈ Z, то A — борелевское
множество в R. Положим

µB(A) +
∞∑

j=−∞

µj
(
A ∩ [j, j + 1]

)
∈ R+,
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где µj — борелевская мера в [j, j + 1]. Нетрудно проверить, что µB —
мера; назовем ее борелевской мерой в R. Более того, если µ̃ — борелев-
ская мера в [ a, b] и A — борелевское подмножество из [ a, b], то ясно,
что µ̃(A) =

∑
a6j6b

µj
(
[j, j + 1] ∩ A

)
= µB(A).

Если A ⊂ R и A ∩ [j, j + 1] — измеримое по Лебегу подмножество
из [j, j + 1] (j ∈ Z), то A называется измеримым по Лебегу подмно-
жеством из R. Легко видеть, что измеримые по Лебегу подмножества
из R образуют σ-алгебру, а подмножества, которые содержатся в неко-
тором ограниченном промежутке [ a, b], совпадают с измеримыми по
Лебегу подмножествами из [ a, b]. Лебеговская мера распространяется
на R так же, как и борелевская мера.

Конструкция мер Бореля и Лебега на R в примере 1, основанная
на теореме 3.3, обобщается на случай пространства Rn (n ∈ N). В сле-
дующем примере приводится построение мер Бореля и Лебега на Rn,
минуя теорему 3.3.
Пример 2 (Мера Лебега на Rn, n ∈ N). ПустьH — полукольцо всех
прямоугольников Π в Rn и E — совокупность всех элементарных мно-
жеств, т. е. E = r(H), где r(H) — минимальное кольцо, порожденное
полукольцом H. Тогда ф.м. µ : E→ R+, где

∀A ∈ E : µ(A) +
M∑
m=1

µ(Πm),

если A =
M⊔
m=1

Πm, {Πm}Mm=1 ⊂ H, а µ(Π) +
n∏
k=1

(bk − ak) при условии,

что Π ∈ H определяется числами a1, . . . , an и b1, . . . , bn, ak 6 bk, k =
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1, n, является единственным sg-аддитивным продолжением σ-а.ф. м.
µ : H → R (см. упражнение 4). Пусть, далее, µ∗ : 2Rn → [ 0,+∞] —
внешняя мера, индуцированная функция µ : E→ R+, т. е.

∀A ∈ 2Rn : µ∗(A) + inf
∞∑
n=1

µ(An),

где нижняя грань берется по всевозможным покрытиям множества A
системами множеств (An)∞n=1 из E.

Отметим, что в определении µ∗(A) в случае Rn для покрытий мно-
жества A можно брать только открытые прямоугольники Π◦ из кольца
(или даже из полукольца H). В самом деле, если

µ∗◦(A) + inf
Π◦k∈E,
A⊂

⋃
k

Π◦k

∑
k

µ(Π◦k),

где Π◦k — произвольные открытые прямоугольники, то всегда µ∗(A) 6
µ∗◦(A). Докажем, что µ∗(A) = µ∗◦(A). Поскольку очевидно, что µ : E →
R+ является σ-конечной ф.м., то мы можем считать множество A ⊂
Rn ограниченным. Пусть выполняется неравенство µ∗(A) < µ∗◦(A) и
µ∗◦(A)− µ∗(A) 6 ε. Выберем такое покрытие множества A, что∑

k

µ(Πk)− µ∗(A) 6
ε

2
.

Заменим каждый прямоугольник Πk открытым Π◦k, Π◦k ⊃ Πk и таким,
что

µ(Π◦k)− µ(Πk) 6
ε

4 · 2k
.
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Тогда ∑
k

µ(Π◦k)− µ∗(A) 6
3ε

4
.

т. е. ∑
k

µ(Π◦k)− µ∗◦(A) + ε 6
3ε

4
,∑

k

µ(Π◦k) 6 µ∗◦(A)− ε

4
.

что противоречит определению µ∗◦(A). Таким образом, µ∗◦(A) = µ∗(A).
Пусть Σµ∗ — класс всех µ∗-измеримых множеств пространства Rn.

По определениям 3.2 и 3.3 Σµ∗ — σ-алгебра, µ∗ на Σµ∗ — мера.
Очевидно, что справедливы включения

H ⊂ E ⊂ B(Rn) ⊂ Σµ∗ ,

где B(Rn) — σ-алгебра борелевских множеств пространства Rn.

Определение 3.5. Множество из σ-алгебры Σµ∗ называются измери-
мыми по Лебегу, а µ∗ на Σµ∗ (обозначаемая далее µ) — мерой Лебега
(или n-мерной мерой Лебега), а µ + µ∗|B(Rn)

— мерой Бореля на Rn.
При этом, по определению, (Rn,Σµ, µ), (Rn,B(Rn) , µ) называются про-
странствами с мерой Лебега и Бореля соответственно.

Изложенные выше абстрактные конструкции продолжения можно
использовать иначе определяя σ-а.ф. м. на исходной области ее зада-
ния. Это мы иллюстрируем на следующем примере.
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Пример 3. (Мера Бореля—Стилтьеса и Лебега—Стилтьеса на
R). Пусть E — кольцо элементарных множеств в R и f : R → R —
неубывающая функция.

Определение 3.6. Мерой Стилтьеса на E, соответствующей функ-
ции f , назовем функцию множества µf : E → [ 0,+∞) такую, что для
любых чисел a 6 b выполнены равенства

µf
(

[ a, b]
)

= f(b+ 0)− f(a− 0),

µf
(

[ a, b)
)

= f(b− 0)− f(a− 0),

µf
(

(a, b]
)

= f(b+ 0)− f(a+ 0),

а при a < b выполнено равенство

µf
(

(a, b)
)

= f(b− 0)− f(a+ 0).

Для любого множества A ∈ E и любого разбиения попарно непересе-
кающимися промежутками

{
Im
}N
m=1

, т. е.

A =
N⊔
m=1

Im, Im ∩ Ik = ∅ при всех m 6= k,

выполнено равенство µf (A) =
N∑
m=1

µf (Im).
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Определение меры Стилтьеса элементарного множества A ∈ E не
зависит от выбора его разбиения и µf : E→ [ 0,+∞) является конечно
аддитивной и регулярной функцией (см. упражнение 9). Далее, мера
Стилтьеса на E счетно аддитивна. Докажем сначала счетную аддитив-
ность µf на полукольце H ⊂ E. Пусть

|a, b| ∈ H и |a, b| =
∞⊔
i=1

|ai, bi| .

Тогда при любом n ∈ N имеет место неравенство

µf
(
|a, b|

)
> µf

( n⊔
i=1

|ai, bi|
)

=
n∑
i=1

µf
(
|ai, bi|

)
.

Переходя к пределу при n→∞, мы получим следующее неравенство

µf
(
|a, b|

)
>

∞∑
i=1

µf
(
|ai, bi|

)
.

Докажем обратное неравенство. Так как функция f имеет пределы
справа и слева, то для любого ε > 0 найдутся отрезок [c, d] и интервалы
(ci, di) такие, что

[c, d] ⊆ |a, b| , µf
(
|a, b|

)
< µf

(
[c, d]

)
+
ε

2
;

|ai, bi| ⊆ (ci, di) , µf
(

(ci, di)
)
< µf

(
|ai, bi|

)
+

ε

2i+1
.
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По теореме о конечном покрытие [c, d] ⊂
n⋃
i=1

(ci, di) при некотором

n ∈ N. Из свойства конечной полуаддитивности µf и указанных вы-
ше неравенств вытекает, что

µf
(
|a, b|

)
<

n∑
i=1

µf
(

(ci, di)
)

+
ε

2
<
∞∑
i=1

µf
(
|ai, bi|

)
+ ε.

Следовательно, в силу произвольности ε > 0 имеем неравенство

µf
(
|a, b|

)
6

∞∑
i=1

µf
(
|ai, bi|

)
.

Таким образом, обратное неравенство также верно, т. е. µf — σ-а.ф. м.
на H. Следовательно (см. упражнение 2 к § 2), µf — σ-аддитивная
функция множества на E. Очевидно также, что µf : E → [ 0,+∞) —
σ-конечная функция.

Обозначим через µ∗f внешнюю меру, индуцированную функцией µf ,
а через Σµ∗f

— класс всех µ∗f -измеримых подмножеств R. По теореме 3.4
Σµ∗f

— σ-алгебра, а µ∗f : Σµ∗f
→ R+ — мера.

Отметим, что E ⊂ rσ(E) ⊂ B(R) ⊂ Σµ∗f
(см. предложение 3.2 и 3.3).

В следующем определении для сокращения записи положено

Σµf + Σµ∗f
и µf + µ∗f |Σµ∗

f

.
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Определение 3.7. Множества из σ-алгебры Σµf называются µf -измеримыми
(или измеримыми), мера µf на Σµf называетсямерой Лебега–Стилтьеса
и мера µf : B(R)→ R+ — мерой Бореля–Стилтьеса.

В следующем примере мы рассматриваем меру Лебега –Стилтьеса,
соответствующую функции скачков неубывающей функции f : R→ R.

Пример 4. Неубывающая на R функция f имеет не более чем счетное
число разрывов первого рода ([5, 6, 7]). Пусть {xm}∞m=1 — все разрывы
функции f , причем xm 6= xk при всех m 6= k. Для определенности
будем считать, что функция f является непрерывной слева на R, т. е.
∀x ∈ R : f(x− 0) = f(x). Тогда

∀m ∈ N : λm = f(xm + 0)− f(xm) > 0

— скачок функции f в точке разрыва xm.
Выберем точку x0 6= xm для любого m ∈ N и определим число c0 =

f(x0). Очевидно, что

∀x > x0 :
∑
m :

x0<xm<x

λm 6 f(x)− f(x0),

∀x < x0 :
∑
m :

x6xm<x0

λm 6 f(x0)− f(x).

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 160 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

Положим

N+ + {m ∈ N |x0 < xm } , N− + {m ∈ N |x0 > xm } ,

θ1(x) +
{

1, если x > 0;
0, если x 6 0, θ2(x) +

{
1, если x 6 0;
0, если x > 0,

Определение 3.8. Функция

s(x) = c0 +
∑
m∈N+

λmθ1(x− xm) +
∑
m∈N−

(−λm)θ2(xm − x)

(здесь x ∈ R) называется функцией скачков неубывающей и непрерыв-
ной слева на R функции f . Ясно, что s(x) возрастающая функция.

Очевидно, что

∀x > x0 : s(x) = c0 +
∑
m :

x0<xm<x

λm,

∀x < x0 : s(x) = c0 −
∑
m :

x6xm<x0

λm.

Для любого x > x0 получаем

s(x− 0) = c0 + lim
δ→+0

∑
m :

x0<xm<x−δ

λm = c0 +
∑
m :

x0<xm<x

λm = s(x),
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для любого x < x0 —

s(x− 0) = c0 − lim
δ→+0

∑
m :

x−δ6xm<x0

λm = c0 −
∑
m :

x6xm<x0

λm = s(x),

а для x = x0 —

s(x0 − 0) = c0 − lim
δ→+0

∑
m :

x0−δ6xm<x0

λm = c0 −
∑
m :

x06xm<x0

λm = s(x0),

т. е. функция скачков s(x) является непрерывной слева на R.
Далее, для любого x > x0 вида x 6= xi при всех i ∈ N получаем

s(x+ 0) = c0 + lim
δ→+0

∑
m :

x0<xm<x+δ

λm = c0 +
∑
m :

x0<xm6x

λm = s(x),

а для x = xi > x0 —

s(xi + 0) = c0 + lim
δ→+0

∑
m :

x0<xm<xi+δ

λm = c0 +
∑
m :

x0<xm6xi

λm = s(xi) + λi.

Аналогично, для любого x < x0 вида x 6= xi при всех i ∈ N получаем

s(x+ 0) = c0 − lim
δ→+0

∑
m :

x+δ6xm<x0

λm = c0 −
∑
m :

x6xm<x0

λm = s(x),
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а для x = xi < x0 —

s(xi + 0) = c0 − lim
δ→+0

∑
m :

xi+δ6xm<x0

λm = c0 −
∑
m :

xi<xm<x0

λm = s(xi) + λi.

Таким образом, функция s(x) непрерывна справа в любой точке x 6= xi
при всех i ∈ N, а в каждой точке xi она имеет разрыв справа со скачком,
равным λi.

Теперь, учитывая непрерывность слева функции скачков s(x) на R,
определим функцией множества µs на кольце H всех конечных проме-
жутков из R (см. пример 3):

µs
(

[a, b]
)

= s(b+ 0)− s(a) =
∑
m :

a6xm6b

λm =
∑
m :

xm∈[a,b]

λm,

µs
(

[a, b)
)

= s(b)− s(a) =
∑
m :

a6xm<b

λm =
∑
m :

xm∈[a,b)

λm,

µs
(

(a, b]
)

= s(b+ 0)− s(a+ 0) =
∑
m :

a<xm6b

λm =
∑
m :

xm∈(a,b]

λm,

µs
(

(a, b)
)

= s(b)− s(a+ 0) =
∑
m :

a<xm<b

λm =
∑
m :

xm∈(a,b)

λm.

Таким образом, для любого числового промежутка I ⊂ R имеем

µs(I) =
∑
m :
xm∈I

λm < +∞.
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Тогда для любого элементарного множества A ∈ E получим

µs(A) =
∑
m :
xm∈A

λm < +∞.

Функция µs : E→ R+ является σ-а.ф. м. на E и она регулярна на E (см.
пример 3). Пусть µ∗s : 2R → [ 0,+∞] — внешняя мера, индуцированная
функцией µs. Тогда, как известно, µ∗s|Σµ∗s

будет σ-а.ф. м., т. е. мерой;

здесь Σµ∗s — σ-алгебра µ∗s-измеримых множеств пространства R.
Покажем, что любое множество E ⊂ R является µ∗s-измеримым и

справедливо равенство

µ∗s(E) =
∑
m :
xm∈E

λm.

Так как для любого множества A ∈ E имеет место включение A \
{xm}∞m=1 ∈ Σµ∗s , то справедливо равенство

µ∗s
(
A \ {xm}∞m=1

)
= µ∗s(A)− µ∗s

( ⊔
m :
xm∈A

{xm}
)

=

= µ∗s(A)−
∑
m :
xm∈A

µs(xm) =
∑
m :
xm∈A

λm −
∑
m :
xm∈A

λm = 0,

т. е.
∀A ∈ E : µ∗s

(
A \ {xm}∞m=1

)
= 0.
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Так как

R =
+∞⊔

k=−∞

[ k, k + 1) ∈ Σµ∗s ,

получаем

µ∗s(R) =
+∞∑

k=1−∞

µs
(
[ k, k + 1)

)
=

∞∑
m=1

λm =
∑
m :

xm∈R

λm.

Так как справедливо равенство

µ∗s
(
R \ {xm}∞m=1

)
=

+∞∑
k=1−∞

µ∗s
(
[ k, k + 1) \ {xm}∞m=1

)
=

+∞∑
k=1−∞

0 = 0,

то для любого множества E ⊂ R имеем включение

E \ {xm}∞m=1 ⊂ R \ {xm}∞m=1

и справедливо равенство

µ∗s
(
E \ {xm}∞m=1

)
= 0

(ибо µ∗s — полная мера на Σµ∗s).
Так как множество

⋃
m : xm∈E

{xm} ∈ Σµ∗s не более чем счетно, то

E =
(
E \ {xm}∞m=1

)
t
( ⋃
m : xm∈E

{xm}
)
∈ Σµ∗s ,
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и справедливо равенство

µ∗s(E) =
∑

m : xm∈E

λm.

Пусть X — непустое множество, не обязательно являющееся под-
множеством евклидова пространства или вообще какого-нибудь топо-
логического пространства. К числу исходных данных для определения
интеграла Лебега по множеству X относятся измеримое пространство
подмножеств X и мера на этом пространстве. Будем придерживаться
следующего определения.
Определение 3.9. Пусть X — основное множество, Σ — σ-алгебра
подмножеств X. Пара (X,Σ) называется измеримым пространством,
а множества из Σ называются измеримыми (или Σ-измеримыми). Пусть
µ — мера на Σ. Набор (X,Σ, µ) называется пространством с мерой.
Если µ(X) = 1, то мера µ называется вероятностной, а (X,Σ, µ) —
вероятностным пространством.

Например, если взять X = Rn (n ∈ N), в качестве Σ — множество
всех измеримых по Лебегу подмножеств пространства Rn, а в качестве
µ — классическую меру Лебега, то получим (Rn,Σ, µ).

Другой пример: если взять X = N, Σ = 2N, а в качестве µ(E) (E ∈ Σ)
— число элементов множества E, то получим (N,Σ, µ).

Отметим, что теория интеграла Лебега не стала бы проще, если
бы вместо (X,Σ, µ) мы ограничились, скажем, случаем (J,Σ, µ), где
J ⊆ R (n ∈ N). На самом деле, основные положения теории интеграла
Лебега с гораздо большей ясностью проявляются именно в общей ситу-
ации, когда хорошо видно, что главная особенность состоит в счетной
аддитивности µ, определенной на некоторой σ-алгебре (или σ-кольце).
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Упражнения
1. В этом упражнении приведем часто используемый способ (= прием)

продолжения σ-а.ф. м. (см. [4]).
Пусть H — полукольцо прямоугольников

Π =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣ ∀k ∈ 1, n :
(ak6xk6bk) или
(ak6xk<bk) или
(ak<xk6bk) или
(ak<xk<bk)

}
а E — кольцо всех элементарных множеств в Rn. Положим

∀A ∈ E : µ(A) +
m∑
i=1

µ(Pii), если A =
m⊔
i=1

Πi,

где µ(Π) +
n∏
k=1

(bk − ak).

Ясно, что µ : E → R+ конечно аддитивна и регулярна и, следова-
тельно, σ-аддитивна

∀A,B ⊂ Rn : d(A,B) + µ∗(A M B),

где µ∗ : 2Rn → R+ — внешняя мера, индуцированная функцией µ : E→
R+.
Назовем множество

MF (µ) +

+ {A ⊂ Rn | ∃ (Am)∞m=1 ⊂ E : d(Am, A)→ 0 при m→∞}
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множеством µ-конечных измеримых множеств, а множество

M(µ) +
{
E ⊂ Rn

∣∣∣ ∃ (Em)∞m=1 ⊂MF (µ) : E =
∞⋃
m=1

Em

}
— множеством µ-измеримых множеств пространства Rn.
Доказать справедливость следующих предложений.
a) Величина d(A,B) может принимать значения +∞ и быть равной

нулю при A 6= B.
Указание. d(Rn,∅) = µ∗(Rn) = +∞, так как µ∗(Rn) > µ∗(Π) = µ(Π),
а число µ(Π) может быть сколь угодно велико; d(E,∅) = µ∗(E) = 0,
если E ⊂ Rn — счетное множество). I

b) ∀A,B ⊂ Rn : d(A,B) = d(B,A) и d(A,A) = 0.

c) ∀A,B,C ⊂ Rn : d(A,B) 6 d(A,C) + d(B,C).
Указание. Использовать включение A M B ⊂ (A M C) ∪ (B M C) и
полуаддитивность внешней меры µ∗). I

d) ∀A1, A2, B1, B2 ⊂ Rn :
d
(
A1 ∪ A2, B1 ∪B2

)
6 d(A1, B1) + d(A2, B2).

Указание. Использовать включение

(A1 ∪A2) M (B1 ∪B2) ⊂ (A1 M B1) ∪ (A2 M B2)

и полуаддитивность внешней меры µ∗. I
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e) ∀A1, A2, B1, B2 ⊂ Rn :
d
(
A1 ∩ A2, B1 ∩B2

)
6 d(A1, B1) + d(A2, B2).

Указание. Использовать включение

(A1 ∩A2) M (B1 ∩B2) ⊂ (A1 M B1) ∪ (A2 M B2)

и полуаддитивность внешней меры µ∗. I
f) ∀A1, A2, B1, B2 ⊂ Rn :
d
(
A1 \ A2, B1 \B2

)
6 d(A1, B1) + d(A2, B2).

Указание. Использовать включение

(A1 \A2) M (B1 \B2) ⊂ (A1 M B1) ∪ (A2 M B2)

и полуаддитивность внешней меры µ∗. I
g) Если для множеств A,B ⊂ Rn хотя бы одна из величин µ∗(A)

или µ∗(B) конечна, то∣∣µ∗(A)− µ∗(B)
∣∣ 6 d(A,B).

Указание. Пусть µ∗(B) < +∞. Без ограничения общности можно счи-
тать, что µ∗(B) 6 µ∗(A). Тогда из утверждению 1b) получаем

µ∗(A) = d(A,∅) 6 d(A,B) + d(B,∅) = d(A,B) + µ∗(B).

I

h) E ⊂MF (µ).
Указание. ∀A ∈ E имеем

(
Am = A

)∞
m=1

E и d(Am, A) = 0. I
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i) Если множествоB ∈MF (µ) и (Am)∞m=1 ⊂ E таковы, что d(Am, A)→
0 при m → ∞, то числовая последовательность

(
µ(Am)

)∞
m=1

яв-
ляется сходящейся к µ∗(B).
Указание. По утверждению 1g) имеем

∣∣µ∗(B)− µ∗(Am)
∣∣ 6 d(Am, B)→

0, откуда следует, что µ∗(B) < +∞ и µ(Am)→ µ∗(B). I

j) Теорема (Лебег) Множество µ-измеримых множеств M(µ) яв-
ляется σ-кольцом, а ф.м. µ∗ : M(µ) → [ 0,+∞] является счетно
аддитивности и регулярной.
Jа) Покажем сначала, что MF (µ) — кольцо, а µ∗ : MF (µ) → [ 0,+∞]
— а.ф.м. Пусть A,B ∈MF (µ). Тогда ∃ (Am)∞m=1, (Bm)∞m=1 ⊂ E такие,
что d(Am, A) → 0 и d(Bm, B) → 0 при m → ∞. По утверждению 1i)
имеем µ∗(Am) → µ∗(A) и µ∗(Bm) → µ∗(B), а по утверждениям 1d),
1e), 1f) получим

d(Am ∪Bm, A ∪B)→ 0, d(Am ∩Bm, A ∩B)→ 0, и
d(Am \Bm, A \B)→ 0 при m→∞.

Так как E — кольцо, то для любого m ∈ N имеем Am ∪ Bm ∈ E,
Am ∩ Bm ∈ E и Am \ Bm ∈ E. Следовательно, по определению MF (µ)
получим Am ∪ Bm ∈ MF (µ), Am ∩ Bm ∈ MF (µ) и Am \ Bm ∈ MF (µ),
т. е. MF (µ) — кольцо. Далее, для любого m ∈ N имеем

µ(Am) + µ(Bm) = µ(Am ∪Bm) + µ(Am ∩Bm).

Переходя в этом равенстве к пределу при m→∞, получаем

µ∗(A) + µ∗(B) = µ∗(A ∪B) + µ∗(A ∩B).

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 170 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

Если A ∩ B = ∅, то µ∗(A ∩ B) = µ∗(∅) и µ∗(A) + µ∗(B) = µ∗(A t B),
т. е. µ∗ — а.ф.м. на MF (µ).

б) Теперь покажем, что µ∗ — σ-а.ф. м. на M(µ). Пусть E ∈ M(µ) —
произвольно фиксированное множество и

(
Ẽ
)∞
m=1

⊂MF (µ) : E =
∞⋃
m=1

Ẽm =
∞⊔
m=1

Em,

где

E1 = Ẽ1 ∈MF (µ), а при m > 1

Em =
( m⋃
k=1

Ẽk

)
\
(m−1⋃
k=1

Ẽk

)
∈M(µ).

Тогда

µ∗(E) 6
∞∑
m=1

µ∗(Em).

С другой стороны,

∀m ∈ N : E ⊃
m⊔
k=1

Ek.

Поэтому

µ∗(E) > µ∗
( m⊔
k=1

Ek

)
=

m∑
k=1

µ∗(Ek)
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в силу конечной аддитивности µ∗ на кольце MF (µ). Отсюда при m→
∞ получим

µ∗(E) >
∞∑
k=1

µ∗(Ek).

Таким образом,

µ∗(E) =

∞∑
k=1

µ∗(Ek).

Если предположить, что µ∗(E) < +∞, то числовой ряд
∞∑
k=1

µ∗(Ek) схо-

дится к числу µ∗(E) и для множества Sm =
m⊔
k=1

Ek ∈MF (µ) получим

d(E,Sm) = µ∗
( ∞⊔
k=m+1

Ek

)
6

m∑
k=m+1

µ∗(Ek)→ 0

при m → ∞. Так как Sm ∈MF (µ), то существует множество Am ∈ E
такое, что d(Sm, Am) 6 1/m. Следовательно, d(E,Am) 6 d(E,Sm) +
d(Sm, Am) → 0 при m → ∞. Таким образом, справедливо включение
E ∈MF (µ). Поэтому любое µ-измеримое множество с конечной внеш-
ней мерой является конечно µ-измеримым. Теперь рассмотрим про-
извольную последовательность попарно непересекающихся множеств

Em ∈ M(µ) таких, что множество E =
∞⊔
m=1

Em принадлежит M(µ).

Если существует номер m0 такой, что µ∗(Em0) = +∞, то µ∗(E) >
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µ∗(Em0) = +∞, т. е. µ∗(E) = +∞ и
∞∑
m=1

µ∗(Em) = +∞, т. е. справедли-
во равенство

µ∗(E) =
∞∑
m=1

µ∗(Em) = +∞.

Если же µ∗(Em) < +∞ для любого m ∈ N, то для любого m ∈ N
имеет место включение Em ∈MF (µ), и требуемое равенство µ∗(E) =
∞∑
m=1

µ∗(Em) уже установлено выше.

в) Теперь покажем, что M(µ) является σ -кольцом. Рассмотрим по-
следовательность (Em)∞m=1 ⊂ M(µ). Тогда для любого номера m су-
ществует последовательность множеств

(
Am,k

)∞
k=1
⊂MF (µ) такая, что

выполнено равенство Em =
∞⋃
k=1

Am,k. Следовательно,

∞⋃
m=1

Em =
∞⋃
m=1

∞⋃
k=1

Am,k ∈M(µ)

как счетное объединение конечно µ-измеримых множеств. Пусть те-
перь два множества A,B ∈ M(µ). Тогда существуют Am ∈ MF (µ) и
Bm ∈MF (µ) такие, что

A =
∞⋃
m=1

Am и B =
∞⋃
m=1

Bm.
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Тогда для любого m ∈ N имеем Am ∩ B =
∞⋃
k=1

(Am ∩ Bk). Так как

Am ∩Bk ∈MF (µ), то множество Am ∩B ∈M(µ). Так как

µ∗(Am ∩B) 6 µ∗(Am) < +∞,

то множество Am∩B ∈MF (µ) как µ-измеримое множество с конечной
внешней мерой. Следовательно,

Am \B = Am \ (Am ∩B) ∈MF (µ).

Но тогда A \B =
∞⋃
m=1

(Am \B) ∈M(µ). Таким образом, доказано, что

множество M(µ) является σ-кольцом.
г) Докажем регулярность функции µ∗ на sg-кольце M(µ). Для любого
множества E ∈ MF (µ) и любого числа ε > 0 существует покрытие{
Am
}∞
m=1

⊂ E открытыми элементарными множествами такими, что

∞∑
m=1

µ∗(Am) < µ∗(E) + ε.

Определим открытое множество G =
∞⋃
m=1

Am ⊃ E. Тогда

µ∗(G) 6
∞∑
m=1

µ∗(Am) < µ∗(E) + ε,

т. е.
µ∗(G \ E) = µ∗(G)− µ∗(E) < ε.
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Для любого множества E ∈M(µ) существует последовательность ко-

нечно µ-измеримых множеств Em таких, что E =
∞⋃
m=1

Em. Для любо-

го числа ε > 0 и любого номера m существует открытое множество
Gm ⊃ Em такое, что выполнено неравенство

µ∗(Gm \ Em) <
ε

2m+1
.

Определим открытое множество G =
∞⋃
m=1

Gm ⊃ E. Тогда G \ E ⊂
∞⋃
m=1

(Gm \ Em), поэтому получаем неравенство

µ∗(G \ E) 6
∞∑
m=1

µ∗(Gm \ Em) 6
ε

2
< ε.

Для любого множества E ∈ M(µ) справедливо включение E′ = Rn \
E ∈ M(µ). Тогда для любого ε > 0 существует открытое множество
S ⊃ E′ такое, что µ∗(S \E′) < ε. Поэтому множество F = E′ является
замкнутым и F ⊂ E. При этом справедливы равенства E\F = F ′\E′ =
S \ E′. Следовательно, µ∗(E \ F ) < ε, т. е. регулярность функции µ∗

на M(µ) доказана. I

Определение 3.10. Любое множество σ-кольца M(µ) будем назы-
вать µ-измеримым по Лебегу, а значение функции µ∗ на этом множе-
стве будем называть его мерой Лебега. Функцию µ∗ будем называть
мерой Лебега.
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2. Множество A ⊂ Rn называется множеством лебеговой меры нуль,
если µ∗(A) = 0. Доказать, что такие множества принадлежатMF (µ).

Указание. Рассмотрим последовательность
(
Am
)∞
m=1

⊂ E, где Am = ∅ для
всех m ∈ N. Тогда d(A,Am) = d(A,∅) = µ∗(A) = 0. I

3. Доказать, что любое подмножество лебеговой меры нуль само яв-
ляется µ-измеримым по Лебегу и имеет лебегову меру нуль, а все
множества лебеговой меры нуль образуют σ-кольцо.
Указание. Если B ⊂ A и µ∗(A) = 0, то 0 6 µ∗(B) 6 µ∗(A) = 0, т. е. µ∗(B) =
0. Если последовательность (Am)∞m=1 ⊂ Rn такова, что µ∗(Am) = 0 для

любого m ∈ N, то µ∗
( ∞⋃
m=1

Am

)
6
∞∑
m=1

µ∗(Am) = 0. I σ-кольцо множеств

лебеговой меры нуль обозначим через M0(µ).

4. Доказать, что мера Лебега µ∗ является полной на σ-кольце M(µ).

5. Пусть E — кольцо элементарных множества пространства Rn (n ∈
N) и µ — а.ф.м. на E, определенная в упражнении 1. Доказать, что
B(Rn) ⊂M(µ).
Указание. Известно (см. [2]), что всякое открытое множество из Rn пред-
ставимо в виде счетного объединения открытых прямоугольников, а лю-
бое замкнутое множество из Rn есть дополнение некоторого открытого
множества. Теперь очевидно, что B(Rn) ⊂M(µ). I

6. Доказать, что всякое µ-измеримое по Лебегу множество представ-
ляет собой объединение борелевского множества и множества лебе-
говой меры нуль.
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Указание. Так как µ∗ — регулярная мера на M(µ), то для любого множе-
ства E ∈ M(µ) и любого m ∈ N существуют замкнутое множество Fm и
открытое множество Gm такие, что Em ⊂ E ⊂ Gm и

µ∗(E \ Fm) <
1

m
, µ∗(Gm \ E) <

1

m

Тогда

A +
∞⋃
m=1

Fm ∈ B(Rn) , B +
∞⋂
m=1

Gm ∈ B(Rn) ,

∀m ∈ N : µ∗(B \ E) 6 µ∗(Gm \ F ) <
1

m
,

∀m ∈ N : µ∗(E \A) 6 µ∗(E \ Fm) <
1

m
.

Следовательно, µ∗(B \ E) = µ∗(E \ A) = 0, т. е. B \ E ∈M0(µ) и E \ A ∈
M0(µ), а E = A ∪ (E \A). I

7. Пусть E — кольцо элементарных множеств в Rn, а µ — ф.м., опре-
деленная в упражнении 1. Доказать, что для любого множества
E ∈M(µ), вектора x ∈ Rn и скаляра t 6= 0 имеет место x+tE ∈M(µ)
и µ∗(x+ tE) = |t|nµ∗(E).
Указание. Очевидно, что

∀A ∈ E : x+ tA ∈ E и µ(x+ tA) = |t|nµ(A).

Нетрудно показать, что

∀E ⊂ Rn : µ∗(x+ tE) = |t|nµ∗(E).
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Далее, так как

∀E ∈MF (µ) : (x+ tE) M (x+ tAm) = x+ t(E M Am),

где (Am)∞m=1 ⊂ E и d(E,Am)→ 0, то

d
(
x+ tE, x+ tAm

)
= µ∗

(
x+ t(E M Am)

)
= |t|nd(E,Am)→ 0,

т. е. x + tE ∈ M(µ). Учитывая, что для произвольного E ∈ M(µ) суще-

ствует последовательность (Em)∞m=1 ⊂MF (µ), что E =
∞⋃
m=1

Em, получим

x+ tE = x+ t

∞⋃
m=1

Em =

∞⋃
m=1

(x+ tEm) ∈M(µ).

I

8. Пусть E — кольцо элементарных множеств в Rn, а µ — ф.м., опре-
деленная в упражнении 1. Доказать, что для любого множества
E ∈M(µ) положительной меры Лебега (т. е. µ∗(E) > 0) существует
его неизмеримое подмножество A ⊂ E, A /∈ M(µ) (см., например,
[4, 10]).

9. Показать, что отношение d(A,B) + µ(A M B) = 0 в 2Rn — отношение
эквивалентности, а (Ẽ, d) и (M̃F (µ), d) — метрические пространства,
где Ẽ и M̃F (µ) — множества всех классов эквивалентности, содер-
жащих элементы соответственно множества E и MF (µ) (см. условия
упражнения 1).
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10. Пусть Bx = Ax+ b — ограниченное преобразование линейного про-
странства Rn, где b ∈ Rn и A есть линейное преобразование с опре-
делителем, не равным нулю detA 6= 0. Доказать, что для всех изме-
римых множества E ⊆ Rn справедлива формула:

µ
(
B(E)

)
=
∣∣ detA

∣∣ · µ(E),

где µ — классическая мера Лебега на Rn.
Указание. Использовать известное из курса линейной алгебры равенство
µ
(
B(Π)

)
=
∣∣detA

∣∣ · µ(Π), где Π — n-мерный прямоугольник. I
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Глава III
Функции ограниченной
вариации вещественной

переменной и некоторые их
приложения

§ 1. Предварительные сведения из анализа

Определение 1.1. Пусть G ⊆ R — открытое множество и X — мет-
рическое пространство (сокращенно МП). Точка t0 ∈ G называется
точкой разрыва первого рода для отображения f : G → X, если суще-

179
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ствуют конечные пределы

f(t0 − 0) + lim
t<t0, t→t0

f(t), f(t0 + 0) + lim
t>t0, t→t0

f(t)

и эти пределы одновременно не равны f(t0).
Если f непрерывно или имеет разрыв первого рода в точке t0, то

w(t0)) + max
{
ρ
(
f(t0), f(t0 − 0)

)
, ρ
(
f(t0), f(t0 + 0)

)
, ρ
(
f(t0 − 0), f(t0 + 0)

)}
называется колебанием f в точке t0.
Если X — линейное нормированное пространство (сокращено ЛНП),

то
f(t0 + 0)− f(t0 − 0) ∈ X

называется скачком f в точке t0.

Отметим, что

w(t0) = 0 ⇐⇒ lim
G3t→t0

f(t) = f(t0).

Скачок f в точке t0 может быть нулем даже в том случае, когда f
разрывно: значения f(t0−0) и f(t0 +0) могут быть равны между собой,
но не равны f(t0). Ясно, что отображение f , разрывное в точке t0, не
обязано иметь в этой точке разрыв первого рода, ибо пределы f(t0−0)
и f(t0 + 0) не обязательно должны существовать. Например, функция
равная sin 1

t
для t 6= 0 и равная 0 для t = 0, разрывна в точке 0, но не

имеет в этой точке разрыв первого рода.
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Предложение 1.1. Пусть G ⊆ R — открытое множество, X —
МП. Если f : G → X имеет лишь точки непрерывности и точки
разрыва первого рода, то она непрерывна всюду, кроме не более чем
счетного множества точек множества G.

JОграничимся доказательством для случаяG = R. Пусть c ∈ R— про-
извольная точка. Колебание w(c) в точке c может быть каким угодно.
Однако

lim
t→c

w(t) = 0.

В самом деле, по определению f(c+ 0), имеем

∀ ε > 0 ∃α > 0∀ t ∈ (c, c+ α) : ρ
(
f(t), f(c+ 0)

)
6
ε

2
.

Поэтому

∀ξ, η ∈ (c, c+ α) :

ρ
(
f(ξ), f(η)

)
6 ρ
(
f(ξ), f(c+ 0)

)
+ ρ
(
f(c+ 0), f(η)

)
6 ε.

Полагая ξ = t и устремляя η → t + 0, а затем устремляя η → t − 0,
получим

ρ
(
f(t+ 0), f(t)

)
6 ε и ρ

(
f(t− 0), f(t)

)
6 ε.

Устремляя ξ → t− 0 и η → t+ 0 получим

ρ
(
f(t− 0), f(t+ 0)

)
6 ε.
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Откуда окончательно находим w(t) 6 ε для c < t < c + α. Действуя
точно так же слева от точки c, можно убедиться, что утверждение
верно и в этом случае.

Рассмотрим теперь отрезок [−n, n] (n ∈ N). Множество точек этого
отрезка, в которых колебание > 1

k
, необходимо конечно. В самом деле,

если бы это было не так, то можно было бы найти бесконечную последо-
вательность точек разрыва в этом отрезке, в которых колебание было
бы > 1

k
. Поскольку отрезок [−n, n] компактен, из рассматриваемой по-

следовательности можно извлечь такую последовательность, которая
сходилась бы к некоторой точке c этого отрезка и состояла бы из точек,
отличных от точки c. Согласно только что доказанному, колебание в
этих точках всюду > 1

k
и должно стремиться к 0, а это невозможно.

Таким образом, множество точек отрезка [−n, n], в которых колебание
> 1

k
, заведомо конечно. Если взять объединение этих особых точек для

k = 1, 2, . . ., то мы увидим, что множество точек t отрезка [−n, n], в
которых колебание w(t) > 0, не более чем счетно и, следовательно, на
всей числовой прямой R множество таких точек, являясь объединени-
ем счетного множества не более чем счетных множеств, не более чем
счетно. В каждой другой точке t, не принадлежащей этому не более
чем счетному множеству, w(t) = 0 и f — непрерывное отображение. I

Определение 1.2. Функция, определенная на части прямой R со зна-
чениями в топологическом пространстве X и имеющая только точки
непрерывности или точки разрыва первого рода, называется правиль-
ной.

Согласно 1.1, если пространствоX метризуемо, то правильная функ-
ция непрерывна всюду за исключением, быть может, не более чем счет-
ного множества особых точек.

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 183 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

Если X является топологическим метризуемым пространством, то
отображение f : R → X, может быть произвольным и всюду разрыв-
ным ([7]).

Замечание 1.1. Множество точек разрыва правильного отображения
f : R→ X, где X — МП, может быть всюду плотным, а скачок его (но
не колебание!) повсюду равен нулю (см. упражнение 1).

Пусть вещественная функция f , определенная на конечном или нет
промежутке J ⊆ R1,монотонна, т. е. f : J → R является возрастаю-
щей или убывающей функцией на J . Такая функция не обязательно
непрерывна, но она обладает пределом справа f(x+0) и пределом сле-
ва f(x − 0) в каждой внутренней точке x ∈ J . Так, например, если f
возрастает, то

f(x0 + 0) = inf
x>x0

f(x), f(x0 − 0) = sup
x<x0

f(x) и

f(x0 − 0) 6 f(x0) 6 f(x0 + 0),

а скачок в точке x0 не отрицателен.
Оба предела f(x− 0) и f(x + 0) не обязательно равны между собой

или равны f(x).
Таким образом, монотонная функция является правильной и, при-

меняя предложение 1.1, получаем, что такая функция всюду непре-
рывна, за исключением не более чем счетного множества точек раз-
рыва первого рода.

1Промежуток J может быть открытым, полуоткрытым или замкнутым
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Для дальнейшего напомним, что, по определению, функция f : J →
R (не обязательно монотонная) непрерывна справа (соотв. слева) в точ-
ке x0 ∈ J , если f(x0) = f(x0 + 0) (соотв. f(x0) = f(x0− 0)). Если функ-
ция f непрерывна справа (соотв. слева) в каждой точке промежутка
J , то она называется непрерывной справа (соотв. слева) на J .

Отметим, что для монотонной функции f : [ a, b)→ R (соотв. f : (a, b]→
R), где a > −∞ и b 6 +∞, можно говорить о непрерывности справа
на [ a, b) (соотв. слева на (a, b]).

Замечание 1.2. Существуют строго возрастающие функции, которые
односторонне непрерывны всюду и имеют счетные всюду плотные мно-
жества точек разрыва (см. упражнение 1.2).

Существуют непрерывные функции,которые не дифференцируемы
ни в одной точке (см., например, [7, 10]), тогда как любая монотон-
ная функция дифференцируема почти всюду. Это утверждение, одно
из самых замечательных и важных в анализе, известно как теорема
Лебега ([6]). Ниже приведены формулировка теоремы Лебега и дока-
зательство следствия этой теоремы (т. е. теоремы Фубини о почленном
дифференцировании ряда с монотонными членами).

Теорема 1.1 (Лебег). Любая монотонная функция f(x) имеет опре-
деленную конечную производную всюду, кроме, быть может, некото-
рого множества значений x меры нуль (иначе говоря, почти всюду).

Следствие 1.1 (Теорема Фубини). Пусть f1(x), f2(x), . . . — неубы-
вающие (невозрастающие) функции на отрезке [a, b] и ряд

f1(x) + f2(x) + · · · = s(x)
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сходится на [a, b]. Тогда для всех x, за исключением, быть может,
множества множества меры нуль

f ′1(x) + f ′2(x) + · · · = s′(x),

т. е. сходящийся ряд неубывающих (невозрастающих) функция мож-
но почти всюду дифференцировать почленно.
J Не нарушая общности, можно предположить, что все функции fn(x)
равны нулю при x = a. Для определенности предположим еще, что все
fn(x) — неубывающие функции. Пусть

sn(x) +
n∑
k=1

fk(x); sn(x)→ s(x).

Ясно, что s(x) — неубывающая функция, а потому все функции fn(x), sn(x)
и s(x) имеют конечные производные всюду, за исключением множе-
ства меры нуль — объединение счетного набора множеств меры нуль
тех точек, в которых fn(x) и s(x) не имеют производных. Рассмотрим
множество E полной меры, на котором существуют все f ′n(x) и s′(x).
При x ∈ E и любом ξ мы имеем:

∞∑
n=1

[
fn(ξ)− fn(x)

]
ξ − x

=
s(ξ)− s(x)

ξ − x
.

Так как слагаемые в левой части неотрицательны, то при любом k ∈ N
k∑

n=1

[
fn(ξ)− fn(x)

]
ξ − x

6
s(ξ)− s(x)

ξ − x
.
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Переходя к пределу при ξ → x, получаем:
k∑

n=1

f ′n(x) 6 s′(x),

откуда, устремляя k → ∞ и учитывая, что все f ′n(x) неотрицательны,
находим

∞∑
n=1

f ′n(x) 6 s′(x),

Покажем, что в действительности при всех x ∈ E здесь имеет место ра-
венство. Так как s′n(x) образуют неубывающую последовательность, о
соотношение s′(x)−s′n(x)→ 0 достаточно проверить для какой–нибудь
частичной последовательности номеров n1, n2, . . .. Эту последователь-
ность выберем так, чтобы ряд, составленный из разностей s(b)−snk(b),
был сходящимся; при этом, так как

s(x)− snk(x) 6 s(b)− snk(b)

(ибо s(x)− snk(x) =
∑
j>nk

fj(x) — неубывающая функция), то будет схо-

дится и ряд из s(x) − sn(x); можно, например, выбрать nk так, чтобы
выполнялись неравенства

s(x)− snk(x) <
1

2k
.

Тогда ряд,составленный из разностей s(x) − snk(x), будем такого же
типа, что и исходный ряд (он даже сходится равномерно); поэтому
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ряд, полученный его почленным дифференцированием, сходится почти
всюду на [a, b] и, следовательно, почти всюду s′(x)− s′nk(x)→ 0. I

Остановимся на некоторых свойствах абсолютно непрерывной функ-
ции, используемых в пособии. Сначала отметим следующее очевидное
утверждение.

Утверждение 1.1. Для функции f : [a, b]→ R следующие предложе-
ния эквивалентны:

(i) Для произвольного ε > 0 существует δ = δ(ε) > 0, что для
любой конечной системы дизъюнктных интервалов

{
(ak, bk)

}n
k=1

из [a, b] такой, что
∑n

k=1(bk− ak) < δ выполняется неравенство:∣∣∣∣∣
n∑
k=1

[
f(bk)− f(ak)

]∣∣∣∣∣ < ε или, эквивалентно,

n∑
k=1

∣∣f(bk)− f(ak)
∣∣ < ε.

(ii) Для произвольного ε > 0 существует δ = δ(ε) > 0, что для лю-
бой последовательности дизъюнктных интервалов

{
(ak, bk)

}∞
k=1

из [a, b] такой, что
∑∞

k=1(bk− ak) < δ выполняется неравенство:

∞∑
k=1

∣∣f(bk)− f(ak)
∣∣ < ε.
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Определение 1.3. Функция f : [a, b]→ R называется абсолютно непре-
рывной (обозначение: f ∈ AC ([a, b]), если для f справедливо предло-
жение (i) или (ii) утверждения 1.1.

Отметим, что если Lip(1)([a, b]) — класс функций Липшица с показа-
телем 1, т. е.

Lip(1)([a, b]) +

{
f ∈ C([a,b])

∣∣∣∣ ∃M(f) ∈ R ∀
(
x′, x′′ ∈ [a, b]

)
:

|f(x′)− f(x′′)| 6M(f)|x′ − x′′|

}
то Lip(1)([a, b]) ⊂ AC ([a, b]) и Lip(1)([a, b]) 6= AC ([a, b]) (см. упражне-
ние 1).

Лемма 1.1. Пусть f, g ∈ AC ([a, b]), α, β ∈ R. Тогда αf+βg ∈ AC ([a, b])
и f · g ∈ AC ([a, b]). Если, вдобавок, функция g не обращается в нуль
на [a, b], то 1

g
∈ AC ([a, b]).

J Утверждение αf + βg ∈ AC ([a, b]) очевидно. Остальные два утвер-
ждения следуют из ∣∣f(bk)g(bk)− f(ak)g(ak)

∣∣ 6
6 |g(bk) · |f(bk)− f(ak)|+ |f(ak)| · |g(bk)− g(ak)| 6

6 B · |f(bk)− f(ak)|+ A · |g(bk)− g(ak)|,

где A и B — верхние границы |f | и |g| соответственно, и∣∣∣∣ 1

g(bk)
− 1

g(ak)

∣∣∣∣ 6 |g(bk)− g(ak)|
σ−2

,
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где g(x) > σ > 0 на [a, b]. I

Лемма 1.2. Сходящийся ряд положительных неубывающих абсолют-
но непрерывных на [a, b] функций представляет абсолютно непрерыв-
ную функцию.

J Пусть
∞∑
i=1

fi(x) — ряд, удовлетворяющий условиям леммы и f(x) —

его сумма на [a, b]. Пусть, далее,
{

(ak, bk)
}

— конечная или счетная
система неналегающих интервалов отрезка [a, b]. Тогда∑

k

[
f(bk)− f(ak)

]
=
∑
k

[ ∞∑
i=1

fi(bk)−
∞∑
i=1

fi(ak)
]

=

=
∑
k

∞∑
i=1

[
fi(bk)− fi(ak)

]
=
∞∑
i=1

∑
k

[
fi(bk)− fi(ak)

]
=

=
n∑
i=1

∑
k

[
fi(bk)− fi(ak)

]
+

∞∑
i=n+1

∑
k

[
fi(bk)− fi(ak)

]
.

Второе слагаемое правой части не превосходит
∞∑

i=n+1

∑
k

[
fi(b)− fi(a)

]
и может быть сделано сколь угодно малым путем выбора n достаточно
большим, первое слагаемое (если n уже выбрано) стремится к нулю
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вместе с
∑
k

(bk−ak). Следовательно, функция f абсолютно непрерывна

на [a, b]. I

Приведем без доказательства критерий абсолютной непрерывности
функции.

Теорема 1.2.

(
f ∈ AC ([a, b])

)
⇐⇒

(
∃ϕ ∈ L([a, b]) : f(x) = f(a) +

x∫
a

ϕ(t) dt
)

и при этом f ′(x) = ϕ(x) при почти всех x ∈ [a, b]. (Здесь L([a, b]) —
пространство всех суммируемых по Лебегу на [a, b] функций).

Лемма 1.3. (О постоянстве абсолютно непрерывной монотон-
ной функции). Если производная абсолютно непрерывной монотон-
ной функции f равна нулю почти всюду, то f = const.

J Пусть f ∈ AC ([a, b]) и для определенности f монотонно не убывает
на [a, b]. Тогда ее множество значений есть отрезок [f(a), f(b)]. Пока-
жем, что длина этого отрезка равна нулю, если f ′(x) = 0 почти всюду.
Тем самым лемма будет доказана. Положим

E + {x ∈ [a, b] | f ′(x) = 0 } и Z + [a, b] \ E.

По условию µ(Z) = 0. (Здесь µ — классическая мера Лебега). Выберем
некоторое ε > 0, найдем то δ, которое отвечает этому ε в силу абсолют-
ной непрерывности функции f , и заключим Z в открытое множество,
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мера которого меньше δ (это возможно, поскольку µ(Z) = 0). Ина-
че говоря, Z покрывается конечной или счетной системой интервалов
(ak, bk), сумма длин которых меньше δ. В соответствии с выбором δ
получаем ∑

k

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Следовательно, вся система интервалов (ak, bk) (а тем более и заклю-
ченное в их объединение множество Z) переводится функцией f в мно-
жество, мера которого меньше ε. Таким образом, µ

(
f(Z)

)
= 0.

Рассмотрим теперь множество E = [a, b] \ Z. Пусть x0 ∈ E Тогда,
поскольку f ′(x0) = 0, для всех x, достаточно близких к x0, выполнено
неравенство

f(x)− f(x0)

x− x0

< ε,

Т.е. (мы считаем для определенности x > x0)

f(x)− f(x0) < ε(x− x0),

или
εx0 − f(x0) < εx− f(x).

Лемма доказана. I
Таким образом, x0 есть точка невидимая справа для функции g(x) =

εx− f(x). Следовательно, по лемме Рисса о множестве невидимых то-
чек (см., например, [9]), множество E содержится в конечной или счет-
ной системе непересекающихся интервалов (αk, βk), в которых выпол-
няются условия

εβk − f(βk) > εαk − f(αk),
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т. е.
f(βk)− f(αk) 6 ε(βk − αk),

откуда ∑
k

[
f(βk)− f(αk)

]
6 ε

∑
k

(βk − αk) 6 ε(b− a).

Иначе говоря, множество E переводится функцией f в множество,
покрывающееся системой интервалов, сумма длин которых меньше
ε(b − a). Ввиду произвольности ε отсюда следует, что µ

(
f(E)

)
= 0.

Итак, µ
(
f(E)

)
= 0 = µ

(
f(Z)

)
. Остается заметить, что [a, b] = E t Z.

Замечание 1.3. В лемме 1.3 условие абсолютной непрерывности мо-
нотонной функции существенно, — существует непрерывная монотон-
ная функция, не постоянная ни в каком интервале и имеющая произ-
водную почти всюду равную нулю (см., например, [6, 9]).

Важным понятием, используемом в дальнейшем, является понятие
функции скачков. Приведем его общее определение.

Определение 1.4. Пусть {xn} — какое-нибудь конечное или счетное
множество точек промежутка (a, b), а un, vn — вещественные числа та-
кие, что |un|+ |vn| > 0 и

∑
n

(
|un|+ |vn|

)
<∞. Функция

s(x) +
∑
xn6x

un +
∑
xn<x

vn

называется функцией скачков (с соответствующими параметрами {xn}, {un}
и {vn}).
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В силу условия
∑

n

(
|un| + |vn|

)
< ∞ функцию скачков s(x) можно

записать в виде суммы сходящегося ряда

s(x) =
∑
n

fn(x),

где

fn(x) +

{
0 при x < xn;
un при x = xn;
un + vn при x > xn.

Отметим, что при каждом n ∈ N в точке xn функция fn(x) имеет
левый и правый скачки, равные соответственно un и vn, а в остальных
точках fn непрерывна. Это же верно и для функции s(x), т. е. справед-
ливо следующее предложение, доказательство которого заимствовано
из [6], с. 24–25.

Предложение 1.2. В точках xn функция s(x) имеет левые и правые
скачки, равные соответственно un и vn, а в остальных точках она
непрерывна.

J Положим
U +

∑
n

(
|un|+ |vn|

)
.

Пусть ε > 0 и N ⊂ N выбрано так, чтобы

U −
N∑
n=1

(
|un|+ |vn|

)
< ε. (1.1)
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Это возможно в силу условия
∑

n

(
|un| + |vn|

)
< +∞. Возьмем такое

разбиение интервала (a, b) (напомним, что {xn} ⊂ (a, b)), чтобы каж-
дый замкнутый частичный интервал α 6 x 6 β содержал одну и толь-
ко одну из точек x1, x2, . . . , xN и эта последняя совпадала бы с α или
β. Для частичных интервалов вида (α, xr) будем иметь

|s(xr)− s(α)− ur| < ε

(это следует из определения s(x) и неравенства (1.1)); заставляя стре-
мится α к xr, получим в пределе

|s(xr)− s(xr − 0)− ur| 6 ε.

Это неравенство верно для r = 1, 2, . . . , N , а так как выбор ε ограни-
чивает N только снизу, то оно оказывается справедливым для всех r.
В силу того, что ε было выбрано произвольно, мы получаем

s(xr)− s(xr − 0) = ur (r = 1, 2, . . . ).

Подобным же образом можно получить равенство

s(xr + 0)− s(xr) = vr (r = 1, 2, . . . ).

Те же рассуждением можно воспользоваться при рассмотрении точ-
ки x, отличной от всех xn. Нужно только множество {xn} дополнить
точкой x, поставив ей в соответствие числа u и v, равные 0. От этого
функция s(x) не изменится, и мы получим равенства s(x)− s(x− 0) =
s(x+ 0)− s(x) = 0, означающие, что x является точкой непрерывности
функции. I
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Следствие 1.2. Если в условиях предложения 1.2 все числа un > 0 и
vn > 0, то функция скачков s(x) не убывает и s′(x) = 0 почти всюду.

J Ясно, что в рассматриваемом случае каждая из функций fn(x) не
убывает и f ′n(x) = 0 почти всюду, кроме точки x = xn. Тогда из s(x) =∑

n fn(x) следует, что s(x) — неубывающая функция, а из следствия 1.1
(= теоремы Фубини) получаем s′(x) = 0 почти всюду. I

Замечание 1.4. Утверждение s′(x) = 0 следствия 1.2 справедливо и
в общем случае, когда un и vn — числа произвольных знаков, но такие,
что ∑

n

(
|un|+ |vn|

)
<∞.

Оказывается, что при этом функция скачков s(x) представляет собой
функцию ограниченной вариации (т. е. функцию, представимой в виде
разности двух неубывающих функций) с тем же множеством точек
{xn} разрыва и с |un|, |vn| вместо un и vn.

Среди монотонных функций простейшими являются функции скач-
ков. Для такой функции точки разрыва не обязаны быть изолирован-
ными и могут образовывать всюду плотное множество (см. упражне-
ние 2 и следствие 1.2).

Для построения монотонно неубывающей функции скачков часто ис-
пользуется следующее предложение.

Предложение 1.3. Пусть в интервале (a, b) задано конечное или счет-
ное число точек x1, x2, . . . , xn, . . . и пусть каждой из них поставлено
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в соответствие положительное число hn, причем
∑

n hn <∞. Поло-
жим

ϕ(x) +
∑
xn<x

hn, x ∈ (a, b).

Функция ϕ монотонно не убывает и она непрерывна слева в каждой
точка (a, b), а совокупность ее точек разрыва совпадает с множе-
ством {xn}, причем скачок в точке xn равен hn.

J Ясно, что ϕ — неубывающая функция. Далее,

ϕ(x− 0) = lim
ε→0+

ϕ(x− ε) = lim
ε→0+

∑
xn<x−ε

hn,

но так как каждое xn, удовлетворяющее условию xn < x, удовлетворяет
и условию xn < x − ε при достаточно малом ε, то последний предел
равен ∑

xn<x

hn = ϕ(x),

Таким образом, ϕ(x− 0) = ϕ(x).
Если точка x совпадает с одной из точек xn, скажем, x = xn0 , то

ϕ(xn0 + 0) = lim
ε→0+

ϕ(xn0 + ε) = lim
ε→0+

∑
xn<xn0+ε

hn =
∑

xn6xn0

hn.

т. е.
ϕ(xn0 + 0)− ϕ(xn0 − 0) = hn0 .

Наконец, если x ∈ (a, b) не совпадает ни с одной из точек xn, то в ней
функция ϕ непрерывна. Это очевидно. I
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Замечание 1.5. Если в предложении 1.3 вместо функции ϕ рассмат-
ривать функцию скачков

ψ(x) +
∑
xn6x

hn x ∈ (a, b),

то она не убывает, непрерывна справа на (a, b), совокупность ее точек
разрыва совпадает с множеством {xn}, причем скачок в точке xn равен
hn. Доказательство аналогично доказательству предложения 1.3.

Замечание 1.6. В силу условия
∞∑
n=1

hn <∞функции ϕ(x) и ψ(x) мож-
но записать в виде

ϕ(x) =
∞∑
n=1

hn · θ1(x− xn) и ψ(x) =
∞∑
n=1

hn · θ2(x− xn),

где x ∈ (a, b) и

θ1(ξ) +
{

0 при ξ 6 0;
1 при ξ > 0. и θ2(ξ) +

{
0 при ξ < 0;
1 при ξ > 0.

(θ1(ξ) и θ2(ξ) — функции Хевисайда). Следовательно, учитывая, что

∀n ∈ N :
(
hn · θ1(x− xn)

)′
= 0,

(
hn · θ2(x− xn)

)′
= 0

при почти всех x ∈ (a, b), из следствия 1.1 получим ϕ′(x) = 0 и ψ′(x) = 0
при почти всех x ∈ (a, b).
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Замечание 1.7. Если {xn} ⊂ [a, b] и ∀n ∈ N : xn 6= b, то совокупность
точек разрыва функции ϕ(x) на [a, b] совпадает с множеством {xn},
поскольку xn = b не участвует в определении ϕ(x) +

∑
xn<x

hn. Чтобы

учесть скачок функции ϕ(x) в точке b, надо вместо {xn} ⊂ [a, b] требо-
вать {xn} ⊂ [a, b+ ε), ε > 0.

Отметим, что простейший тип функций скачков — ступенчатые функ-
ции, у которых точки разрыва можно расположить в монотонную по-
следовательность x1 < x2 < · · · < xn < . . ..

Имеет место следующее утверждение.

Предложение 1.4. Всякую монотонную функцию, непрерывную сле-
ва, можно представить как сумму непрерывной монотонной функ-
ции и функции скачков (непрерывной слева) и притом единственным
образом.

J Пусть f — неубывающая непрерывная слева функция и x1, x2, . . . —
все ее точки разрыва, а h1, h2, . . . — ее скачки в этих точках. Положим
g = f − ϕ, где

ϕ(x) =
∑
xn<x

hn.

Рассмотрим разность

g(x′′)− g(x′) =
[
f(x′′)− f(x′)

]
−
[
ϕ(x′′)− ϕ(x′)

]
,

где x′ < x′′. Здесь справа стоит разность между полным приращением
функции f на отрезке [x′, x′′] и суммой ее скачков на этом отрезке.
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Ясно, что g(x′′) − g(x′) > 0, т. е. g — неубывающая функция. Далее,
для произвольной точки x∗ имеем

g(x∗ − 0) = f(x∗ − 0)− ϕ(x∗ − 0) = f(x∗ − 0)−
∑
xn<x∗

hn,

g(x∗ + 0) = f(x∗ + 0)− ϕ(x∗ + 0) = f(x∗ + 0)−
∑
xn6x∗

hn,

откуда

g(x∗ + 0)− g(x∗ − 0) = f(x∗ + 0)− f(x∗−)− h∗ = 0

(где h∗ — скачок функции ϕ в точке x∗). Отсюда и из непрерывности
f и ϕ слева вытекает, что g действительно непрерывна. I

По схеме доказательства предложения 1.4 доказывается следующее
предложение.

Предложение 1.5. Если f —- неубывающая непрерывная справа функ-
ция и x1, x2, . . . — все ее точки разрыва, а h1, h2, . . . — ее скачки в
этих точках, то функция g = f −ψ, где ψ(x) =

∑
xn6x

hn, не убывает и

непрерывна. (Здесь ψ(x) — непрерывная справа неубывающая функция
скачков (см. замечание 1.5).

Приведем формулировку леммы Фату (см.[6]), используемую ниже.
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Лемма 1.4 (Фату). Если функции fn(x) неотрицательные и сумми-
руемые на (a, b), стремятся почти всюду к некоторой функции f(x)
и если

b∫
a

fn(x) dx 6 A,

то функция f(x) суммируема и
b∫
a

f(x) dx 6 A.

Предложение 1.6. Если f — неубывающая функция на отрезке [a, b],
то

b∫
a

f ′(x) dx 6 f(b)− f(a).

J В силу теоремы 1.1 существует конечная производная f ′(x) при по-
чти всех x из [a, b], а в остальных точках доопределим f ′(x) произ-
вольным образом. Продолжим f , положив f(x) = f(a) при x < a и
f(x) = f(b) при x > b, и положим

fn(x) = n
[
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

]
, n = 1, 2, . . .

Функции fn, n = 1, 2, . . ., неотрицательны, измеримы (ибо измеримы
функции f

(
x+ 1

n

)
и f(x), и fn(x)→ f ′(x) почти всюду на [a, b]. Функция

f ′(x) на [a, b] (как предел последовательности измеримых функций fn)
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и, очевидно, f ′(x) > 0 при почти всех x ∈ [a, b]. Поэтому существует
интеграл Лебега

(L)

b∫
a

f ′(x) dx.

Далее, так как функции f(x), f
(
x+ 1

n

)
(n = 1, 2, . . . ) интегрируемы по

Риману, то при любом fn(x) интегрируемы по Риману функции fn(x)
и, следовательно,

(R)

b∫
a

fn(x) dx = (L)

b∫
a

fn(x) dx.
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Отсюда имеем

(L)

b∫
a

fn(x) dx = (R)

b∫
a

fn(x) dx =

= n

[ b∫
a

f
(
x+ 1

n

)
) dx+

b∫
a

f(x) dx

]
=

= n

[ b+ 1
n∫

b

f(x) dx−

a+ 1
n∫

a

f(x) dx

]
6

6 n

[ b+ 1
n∫

b

f(b) dx− 1

n
inf

(a,a+ 1
n)
f(x)

]
=

= f(b)− f(a+ 0) 6 f(b)− f(a).

(здесь не потребуется никаких ссылок на теорему о замене перемен-
ной в лебеговских интегралах, ибо интегралы можно понимать в смыс-
ле Римана).

Применив лемму 1.4 к последовательности f1(x), f2(x), . . . измери-
мых и неотрицательных функций, сходящихся почти всюду на [a, b] к
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функции f ′(x) и учитывая

∀n ∈ N :

b∫
a

fn(x) dx 6 f(b)− f(a)

получим
b∫

a

f ′(x) dx 6 f(b)− f(a). I

Замечание 1.8. В условиях предложения 1.6 в формуле
b∫

a

f ′(x) dx 6 f(b)− f(a)

неравенство нельзя, вообще говоря, заменить на равенство; например,
для функции

f(x) =

{
0 при 0 6 x 6 1/2;
1 при 1/2 6 x 6 1.

Более того, существует даже непрерывные монотонные функции f , для
которых строгое неравенство

b∫
a

f ′(x) dx < f(b)− f(a)
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выполняется при всех x > a (см., например, [5]).

Лемма 1.5. Всякая монотонная непрерывная функция f на [a, b] мо-
жет быть представлена как сумма двух монотонных непрерывных
функций g и ψ, где g абсолютно непрерывна, а ψ — так называемая
«сингулярная составляющая» функции f — такова, что ψ′(x) = 0
почти всюду на [a, b]. Представление f = g+ψ единственно с точно-
стью до аддитивной постоянной.

J Положим для x ∈ [a, b]

g(x) +

x∫
a

f ′(t) dt, ψ(x) + f(x)− g(x).

Для определенности рассуждений положим, что f не убывает на [a, b];
тогда в силу предложения 1.6 имеем f ′ ∈ L([a, b]); поэтому g ∈ AC ([a, b])
(см. теорему 1.2). Так как f не убывает на [a, b], то, очевидно, f ′ > 0 по-
чти всюду на [a, b] и, следовательно, g не убывает на [a, b] и g′(x) = f ′(x)
при почти всех x ∈ [a, b]. Далее ясно, что ψ ∈ C([a,b]) и ψ′(x) = 0 почти
всюду на [a, b]. То, что ψ не убывает на [a, b] следует из

∀
(
x′, x′′ ∈ [a, b], x′ < x′′

)
:

ψ(x′′)− ψ(x′) =
[
f(x′′)− f(x′)

]
−
[
g(x′′)− g(x′)

]
=

=
[
f(x′′)− f(x′)

]
−
∫ x′′

x′
f ′(t) dt > 0.
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Пусть f = g + ψ = g1 + ψ1 на [a, b], где функции g1 и ψ1 обладают
такими же свойствами, что g и ψ. Так как

g1(x) =

x∫
a

g′1(t) dt+ g1(a)

на [a, b] (см. теорему 1.2), то имеем
x∫
a

g′1(t) dt+ g1(a)−
x∫
a

f ′(t) dt = ψ(x)− ψ1(x) на [a, b].

Отсюда и из условия ψ′(x) − ψ′1(x) = 0 почти всюду на [a, b], получим
g′1(x) = f ′(x) почти всюду на [a, b]. Поэтому g1(a) = ψ(x) − ψ1(x) на
[a, b], т. е. ψ(x) = g1(a) + ψ1(x) для всех x ∈ [a, b]. Очевидно также, что
g = g1 − g1(a). Теперь ясно, что представление f = g + ψ единственно
с точностью до аддитивной постоянной. I

Лемма 1.6. Если функция f(x) не убывает на отрезке [a, b] и {xk}∞k=1 ⊂
(a, b) — множество всех точек разрыва f , а s(x) — функция скачков
для f , т. е. s(a) + 0 и

s(x) +

+
[
f(a+ 0)− f(a)

]
+
∑
xk<x

[
f(xk + 0)− f(xk − 0)

]
+
[
f(x)− f(x− 0)

]
при x ∈ (a, b] (см. упражнение 5). Тогда функция ϕ = f−s не убывает
и непрерывна на [a, b].
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J Если x > x0, то, очевидно,

s(x)− s(x0) 6 f(x)− f(x0), (1.2)

и поэтому ϕ(x) > ϕ(x0). Монотонность функции ϕ(x) доказана. Дока-
жем ее непрерывность.

В неравенстве 1.2 перейдем к пределу при x→ x0 + 0. В результате
получим неравенство

s(x0 + 0)− s(x0) 6 f(x0 + 0)− f(x0). (1.3)

С другой стороны, по самому определению,

f(x0 + 0)− f(x0) 6 s(x0 + 0)− s(x0) ∀x > x0.

Отсюда в пределе при x→ x0 + 0 получаем

f(x0 + 0)− f(x0) 6 s(x0 + 0)− s(x0). (1.4)

Из неравенств (1.3) и (1.4) следует, что

f(x0 + 0)− f(x0) = s(x0 + 0)− s(x0 + 0)− s(x0),

т. е. ϕ(x0 + 0) = ϕ(x0).
Аналогично доказывается, что ϕ(x0 − 0) = ϕ(x0). Действительно,

s(x0)− s(x) 6 f(x0)− f(x) ∀x < x0,

и поэтому
s(x0)− s(x0 − 0) 6 f(x0)− f(x0 − 0).
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С другой стороны,
f(x0)− f(x0 − 0) 6 s(x0)− s(x) ∀x < x0,

и поэтому f(x0)− f(x0 − 0) 6 s(x0)− s(x0 − 0). Следовательно,

f(x0)− f(x0 − 0) = s(x0)− s(x0 − 0). I

Лемма 1.7. Если f : [a, b]→ R — неубывающая функция, то ее мож-
но представить в виде суммы трех компонент

f(x) = g(x) + ψ(x) + s(x) (1.5)

— абсолютно непрерывной функции g(x), сингулярной функции ψ(x)
и функции скачков s(x).

J Доказательство следует из лемм 1.5 и 1.6. I

Замечание 1.9. Нетрудно показать, что каждое из слагаемых в раз-
ложении (1.5) определяется самой функцией f однозначно с точностью
до константы. Если функции, входящие в равенство (1.5), нормиро-
вать, потребовав обращения двух из них в нуль в точке x = a, то
разложение (1.5) будет уже в точности единственным. Далее, продиф-
ференцировав равенство (1.5), мы получим почти всюду

f ′(x) = g′(x)

(поскольку ψ′ и s′ равны нулю почти всюду). Следовательно, при инте-
грировании производной от f восстанавливается не сама функция f , а
только ее абсолютно непрерывная компонента. Две другие компоненты
(ψ и s) при этом «бесследно исчезают».
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Упражнения
1. Доказать, что для функции f : R→ R, где

f(x) +

{
0, если x иррационально ;
1
q
, если x = p

q
— несократимая дробь (q > 0),

множество Q ⊂ R всех рациональных точек является множеством
точек разрыва первого рода, точки R\Q — множеством точек непре-
рывности. Показать также, что скачок этой функции в каждой точ-
ке x ∈ R равен нулю.

2. Пусть Q ⊂ R — множество всех рациональных чисел и h : Q →
(0,+∞) такая функция, что

∑
r∈Q

h(r) < +∞. (Здесь
∑
r∈Q

h(r) — ряд

со счетным множеством членов h(r), не заданных в определенном
порядке). Положим

∀x ∈ R : f(x) +
∑

r∈Q : r<x

h(r).

Показать, что функция f обладает следующими свойствами:
a) ∀x ∈ R : f(x) > 0; f строго возрастает;
b) f всюду непрерывна слева;
c) f непрерывна в каждой иррациональной точке;
d) Q — множество точек разрыва и в точке r ∈ Q имеет скачок,

равный h(r).
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Указание. Очевидно, что если y < x, то

f(x)− f(y) =
∑

r∈Q : y6r<x

h(r). (1.6)

Пусть a ∈ R — произвольное число и ε > 0. Поскольку сумма
∑
r∈Q

h(r)

сходится, то ∃{r0, r1, . . . , rn} ⊂ Q, что∑
r∈Q :

r 6=r0,r1,...,rn

h(r) 6 ε.

При этом существует такое число η > 0, что x 6= r0, r1, . . . , rn для a− η 6
x 6 a+ η, x 6= a. В силу (1.6) имеем

f(a) > f(x) 6 f(a)− ε для a− η 6 x < a,

f(a) + h(a) 6 f(x) 6 f(a) + h(a) + ε для a 6 x 6 a+ η

при условии, что h(a) = 0 в случае иррационального a. Теперь справед-
ливость свойств 2a) –2d) очевидна. I

3. Показать, что Lip(1)([a, b]) ⊂ AC ([a, b]) и это включение собственное,
т. е. Lip(1)([a, b]) 6= AC ([a, b]).

Указание. Если f ∈ Lip(1)([a, b]) и ε > 0, а δ = ε/M(f), где M(f) —
коэффициент Липшица функции f , то для любой системы

{
(ak, bk)

}
⊂
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[a, b] взаимно непересекающихся интервалов имеем

∑
k

(bk − ak) < δ =⇒

=⇒
∑
k

∣∣f(bk)− f(ak)
∣∣ 6∑

k

M(f) · (bk − ak) 6M(f) · ε

M(f)
= ε.

Покажем, что Lip(1)([a, b]) 6= AC ([a, b]). Рассмотрим функцию

f(x) =


1

ln e
x

при x ∈ (0, 1];

0 при x = 0.

Ясно, что f ∈ AC ([0, 1]); однако f /∈ Lip(1)([0, 1]). В противном случае
существовало бы число M ∈ R, что

∀x′, x′′ ∈ [0, 1] :
∣∣f(x′)− f(x′′)

∣∣ 6M · |x′ − x′′|.

Следовательно, при x′′ = 0 и x′ = x ∈ (0, 1] имело бы место неравенство

1

ln e
x

6M,

чего быть не может, так как lim
x→)+

x ln e
x =∞. I
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4. Пусть J = |a, b| ⊆ R, где a < b, — конечный или нет промежуток
(открытый, замкнутый или полузамкнутый), а χE(x) — характери-
стическая функция множества E ⊂ J . Доказать, что в условиях
определения 1.4 функцию скачков s(x) можно записать в виде

s(x) =
∑
n

unχ[xn,b](x) +
∑
n

vnχ(xn,b](x), x ∈ J.

Так, например, если J = [a, b], то

s(x) =
∑
n

unχ[xn,b](x) +
∑
n

vnχ(xn,b](x), x ∈ [a, b].

5. Пусть f — монотонно неубывающая функция на [a, b] и
{
xn
}∞
n=1

—
множество всех точек разрыва f(x) на [a, b]. Определим функцию
s(x) следующим образом:

s(x) +

+


0 при x = a;∑
n :
xn<x

[
f(xn + 0)− f(xn − 0)

]
+
[
f(x)− f(x− 0)

]
при x ∈ (a, b].

Доказать, что s(x) — корректно определенная функция скачков.
Указание. Функцию s(x) можно представить в виде∑

n : xn<x

[
f(xn + 0)− f(xn)

]
+

∑
n : xn6x

[
f(xn)− f(xn − 0)

]
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и для любого N ∈ N:

N∑
n=1

{[
f(xn + 0)− f(xn)

]
+
[
f(xn)− f(xn − 0)

]}
6 f(b)− f(a).

Отсюда следует ограниченность суммы всего ряда, которая и означает
корректность определения. I

6. Пусть семейство K функций f : [a, b]→ R ограничено, т. е.

∃ γ ∈ R ∀ f ∈ K : sup
x∈[a,b]

∣∣f(x)
∣∣ 6 γ.

Доказать справедливость следующих утверждений.
a) Для любого множества E ⊂ [a, b] существует последовательность

(fn)∞n=1 ⊂ K, которая сходится в каждой точке E.
b) Если K — семейство неубывающих функций на [a, b], то суще-

ствует последовательность (fn)∞n=1 ⊂ K, которая в каждой точке
отрезка [a, b] сходится к некоторой неубывающей функции. (это
утверждение известно как лемма к теореме Хелли).

Решение. 6a). Пусть E = {xk}∞k=1. Из ограниченности числового множе-
ства { f(x1) | f ∈ K } ⊂ R следует, что из него выделяется сходящаяся
последовательность

(
f

(1)
n (x1)

)∞
n=1

. Так как, по условию, ограничена после-
довательность

(
f

(1)
n (x2)

)∞
n=1

, то из нее выделится сходящаяся последова-
тельность

(
f

(2)
n (x2)

)∞
n=1

. Отметим, что взаимный порядок двух функций
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f
(2)
n и f

(2)
m в последовательности

(
f

(2)
n

)∞
n=1

такой же, как и в последо-

вательности
(
f

(1)
n

)∞
n=1

. Продолжая этот процесс неограничено, построим
счетное множество сходящихся последовательностей(

f (1)
n (x1)

)∞
n=1

,
(
f (2)
n (x2)

)∞
n=1

, . . . ,
(
f (k)
n (xk)

)∞
n=1

, . . . , (1.7)

причем каждая следующая последовательность выделена (без наруше-
ния порядка следования элементов) из предыдущей. Теперь ясно, что
последовательность диагональных элементов матрицы (1.7), т. е. после-
довательность

(
f

(n)
n

)∞
n=1

, является искомой.

6b). Применим к множеству K = {f} доказанное только что утвержде-
ние 6a), взяв в качестве E множество, состоящее из рациональных чисел
отрезка [a, b] и точки a, если она иррациональна. В каждой точке xk ∈ E
существует конечный предел lim

n→∞
f (n)(xk) последовательности функций(

f (n)
)∞
n=1

, выделенной из K.

Введем функцию ϕ(x), положив ее равной пределу lim
n→∞

f (n)(xk) в точках
множества E:

ϕ(xk) + lim
n→∞

f (n)(xk) (xk ∈ E).

Этим равенством функция ϕ(x) задана пока только на множестве E, при-
чем легко видеть, что она есть функция непрерывная на E, так как

∀
(
xk, xj ∈ E, xk < xj

)
: ϕ(xk) 6 ϕ(xj).
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Распространим определение функции ϕ(x) на весь промежуток [a, b], по-
ложив ее равной

ϕ(x) = sup
xk∈E,
xk<x

ϕ(xk)

для всех иррациональных точек (a, b]. Построенная таким образом функ-
ция ϕ(x) будет, очевидно, неубывающей и ограниченной на [a, b]. Она
может иметь только конечное или счетное множество E0 точек разрыва.
Покажем, что в каждой точке x0, в которой ϕ(x) непрерывна, будет

lim
n→∞

f (n)(x0) = ϕ(x0).

Действительно, для произвольного ε > 0 можно найти такие точки xk и
xj множества E, что

xk < x0 < xj , ϕ(xj)− ϕ(xk) <
ε

2
.

Фиксировав эти точки, найдем такое n0, что при n > n0 будет∣∣f (n)(xk)− ϕ(xk)
∣∣ < ε

2
,
∣∣f (n)(xj)− ϕ(xj)

∣∣ < ε

2
.

Легко видеть, что при этих n окажется

ϕ(x0)− ε < f (n)(xk) 6 f (n)(xj) < ϕ(x0) + ε,

Отсюда, учитывая

f (n)(xk) 6 f (n)(x0) 6 f (n)(xj)
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получим при n > n0:

ϕ(x0)− ε < f (n)(x0) 6 f (n)(xj) < ϕ(x0) + ε,

т. е.
ϕ(x0) = lim

n→∞
f (n)(x0).

Итак, равенство
ϕ(x) = lim

n→∞
f (n)(x) (1.8)

может не выполняться только на счетном множестве E0 точек разрыва
функции ϕ. Заметив это, снова применим утверждение 6a) к последова-
тельности

(
f (n)

)
n>1

, взяв в качестве множества E множество тех точек
E0, где не выполняется равенство (1.8). Это приводит нас к последова-
тельности (fn)∞n=1,выделенной из

(
f (n)

)
n>1

и сходящейся теперь уже во
всех точках [a, b] (ибо там, где сходилась последовательность

(
f (n)

)
n>1

,
сходится и ее подпоследовательность (fn)∞n=1). Если положить

ϕ(x) = lim
n→∞

fn(x),

то функция ϕ(x), очевидно, окажется неубывающей. I

7. Докажите, что если последовательность функций gn(x), неубываю-
щих на [a, b], стремится к функции g(x) на плотном в [a, b] множестве
точек E, то сходимость имеет место в каждой точке непрерывности
g(x), лежащей внутри [a, b].
Указание. Повторить доказательство равенства lim

n→∞
f (n)(x) = ϕ(x) из

упражнения 6, заменив
(
f (n)

)
n>1

и ϕ соответственно на
(
gn
)
n>1

и g. I
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8. Построить строго возрастающую непрерывную функцию f(x) на
[0, 1] такую, что f ′(x) = 0 почти всюду на [0, 1].
Решение. Пусть ϕ(x) — функция Кантора на [0, 1], g0(x) = ϕ(x) при x ∈
[0, 1], g0(x) = 0 при x < 0 и g0(x) = 1 при x > 1. Пусть

{
In
}∞
n=1

—
множество всех интервалов из [0, 1] с рациональными концами. Для In =
(a, b) определим функции

fn(x) =
1

n2
g0

(
x− a
b− a

)
.

Затем определим функцию

f(x) =

∞∑
n=1

fn(x).

Ясно, что f(x) корректно определена и непрерывна на [0, 1]. Так как каж-
дая функция fn(x) неубывающая на [0, 1], то в силу следствия 1.1 (из
теоремы Фубини)

f ′(x) =

∞∑
n=1

f ′n(x) = 0

почти всюду на [0, 1]. Далее, пусть 0 6 y < z < 1. Найдем такие рацио-
нальные a и b, что y < a < b < z. Пусть (a, b) = In. Тогда

f(z)− f(y) > f(b)− f(a) > fn(b)− fn(a) =
1

n2
.

Отсюда следует, что f(x) — строго возрастающая функция на [0, 1]. I
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9. Будет ли всякая монотонная непрерывная функция абсолютно непре-
рывной?
Указание. Ответ — нет. Для обоснования смотри теорему 1.2 и упражне-
ние 8. I
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§ 2. Функции вещественной переменной с
ограниченной вариацией

Основные обозначения

J (= |a, b|) — промежуток точек из расширенного множества веще-
ственных чисел одного из следующих видов: [a, b] , [a, b), (a, b] или (a, b).
Число a называется левым концом, а b — правым концом каждого из
этих промежутков; промежуток называется конечным, если если оба
его конца конечны, и бесконечным — в противном случае.
X — МП (= метрическое пространство) или ЛНП (= линейное нор-

мированное пространство), а при X = K (+ R или C) — числовое мно-
жество со стандартной метрикой.
f : |a, b| → X — отображение (= функция).

Определение 2.1. Полной вариацией (= полным изменением) f : |a, b| →
X называется величина

V (|a, b| , f) + sup
n∑
i=1

ρ
(
f(bi), f(ai)

)
, (2.1)

где верхняя грань берется по всем конечным множествам точек ai, bi ∈
|a, b| таких, что

a1 6 b1 6 a2 6 b2 6 . . . 6 an 6 bn,

а ρ — метрика на X.
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Таким образом, полная вариация — это либо неотрицательное число,
либо +∞ и, очевидно,

V (J1, f) 6 V (J2, f) ,

если J1 ⊂ J2. Ясно, что при замене последовательности

a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn

конечной последовательностью, содержащей данную, сумма под зна-
ком sup в (2.1) не убывает. Поэтому при вычислении точной верхней
грани в (2.1) можно ограничиться рассмотрением таких конечных по-
следовательностей, у которых среди ai и bi фигурируют конечное число
заранее заданных точек.

Определение 2.2. Если V (J, f) <∞, то говорят, что функция f : J →
X имеет ограниченную полную вариацию (= ограниченное полное изме-
нение) на J , а f — функцией ограниченной вариации (= ограниченного
изменения) на J .

Приведем простейшие примеры функций ограниченной вариации.

Пример 5. Функция f : |a, b| → X, где |a, b| ⊂ R — ограниченный
промежуток, а X — МП, удовлетворяющая на |a, b| условию Липшица,
имеет ограниченную вариацию, так как из условия Липшица

∀
(
t′, t′′ ∈ |a, b|

)
: ρ
(
f(t′), f(t′′)

)
6 k|t′ − t′′|,

очевидно следует V (|a, b| , f) 6 k(b− a).
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Пример 6. Если функция f : (a, b) → X, где (a, b) ⊂ R — ограничен-
ный интервал, а X — ЛНП, дифференцируема и имеет ограниченную
производную на (a, b), то f — функция ограниченной вариации, т. е.
V ((a, b) , f) < ∞. Это так, ибо такая функция удовлетворяет на (a, b)
условию Липшица.

Пример 7. Если f : [a, b] → R монотонна, то V ([a, b] , f) = |f(b) −
f(a)|.

Пример 8. Если f : [a, b] → R, где f = f1 − f2, а f1 и f2 не убывают
на [a, b], то

V ([a, b] , f) < +∞.
В самом деле, для любого разбиения промежутка [a, b] на частичные
промежутки [ak, bk], a = a0 6 b0 6 a1 6 b1 6 . . . 6 an 6 bn = b
выполняется неравенство

n∑
k=1

∣∣f(bk)− f(ak)
∣∣ 6 f1(b)− f1(a) + f2(b)− f2(a),

Следовательно, V ([a, b] , f) 6 f1(b)− f1(a) + f2(b)− f2(a).

Утверждение 2.1. Каждое отображение f : J → X ограниченной
вариации ограничено на J , а обратное, вообще говоря,неверно (если
даже f непрерывно).

J Ограниченность f следует из

∀
(
t′, t′′ ∈ J

)
: ρ
(
f(t′), f(t′′)

)
6 V (J, f) .
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Далее, функция ϕ : [0, 2]→ R, где

ϕ(t) =

{
t · sin π

t
при 0 < t 6 2;

0 при t = 0,

непрерывна на [0, 2], но не является функцией ограниченной вариации,
так как для точек

0,
2

2n− 1
,

2

2n− 3
, . . . ,

2

5
,
2

3
, 2

соответствующая сумма, фигурирующая в (2.1), равна(
2 +

2

3

)
+

(
2

3
+

2

5

)
+ · · ·+

(
2

2n− 3
+

2

2n− 1

)
+

2

2n− 1
>

>
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
,

а это число может быть сделано сколь угодно большим за выбора до-
статочно большого n, ибо ряд

∑∞
n=1

1
n
расходится. I

Обозначим через BV (J) совокупность всех функций f : J → X огра-
ниченной вариации на J , где X — ЛНП над полем скаляров K.

Утверждение 2.2. BV (J) — линейное пространство (= ЛП).
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J Утверждение вытекает из соотношений

∀ f, g ∈ BV (J) ∀α ∈ K :
n∑
k=1

∥∥(f + g
)
(bk)−

(
f + g

)
(ak)

∥∥ 6

n∑
k=1

∥∥f(bk)− f(ak)
∥∥+

n∑
k=1

∥∥g(bk)− g(ak)
∥∥,

n∑
k=1

∥∥(αf)(bk)− (αf)(ak)∥∥ = |α|
n∑
k=1

∥∥f(bk)− f(ak)
∥∥,

где a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn (a1 6 b1 6 a2 6 b2 6 . . . 6 an 6 bn) — произ-
вольная конечная последовательность точек из J . I

Замечание 2.1. Отметим справедливость следующих предложений.

(i) Если f : J → X, ϕ : J → K — функции ограниченной вариации, то
ϕf : J → X

((
ϕf
)
(t) + ϕ(t)f(t), t ∈ J

)
— функция ограниченной

вариации на J .

(ii) Если ϕ : J → K — функция ограниченной вариации и

∃C ∈ (0,+∞)∀ t ∈ J : |ϕ(t)| > C,

то
1

ϕ
— функция ограниченной вариации на J .
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Эти предложения следуют из утверждения 2.1 и из

n∑
k=1

∥∥ϕ(bk)f(bk)− ϕ(ak)f(ak)
∥∥ 6

6
n∑
k=1

∥∥ϕ(bk)f(bk)− ϕ(bk)f(ak)
∥∥+

n∑
k=1

∥∥ϕ(bk)f(ak)− ϕ(ak)f(ak)
∥∥ 6

6 sup
t∈J

∣∣ϕ(t)
∣∣ n∑
k=1

∥∥f(bk)− f(ak)
∥∥+ sup

t∈J

∥∥f(t)
∥∥ n∑
k=1

∣∣ϕ(bk)− ϕ(ak)
∣∣

и
n∑
k=1

∣∣∣∣ 1

ϕ(bk)
− 1

ϕ(ak)

∣∣∣∣ =
n∑
k=1

∣∣∣∣ϕ(bk)− ϕ(ak)

ϕ(bk)ϕ(ak)

∣∣∣∣ 6
6

1

C2

n∑
k=1

∣∣ϕ(bk)− ϕ(ak)
∣∣.

В связи с утверждением 2.2 отметим, что множество монотонных
функций на J не образует линейное пространство. Например, функции
t и t2 монотонны на [0, 1], но функция t− t2 не монотонна.

Полная вариация представляет собой аддитивную функцию проме-
жутка, т. е. имеет место

Предложение 2.1. Если f : |a, b| → X и a < c < b, то полная вари-
ация f на |a, b| является суммой полных вариаций этой функции на
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|a, c] и [c, b|:

V (|a, b| , f) = V (|a, c] , f) + V ([c, b| , f) ,

Следовательно, f имеет ограниченную вариацию на |a, b| тогда и толь-
ко тогда, когда она имеет ограниченную вариацию на |a, c] и на [c, b|.

J Заметим, что сумма

Σ|a,b| =
n∑
k=1

ρ
(
f(tk−1), f(tk)

)
,

где
(
tk
)n
k=0
⊂ |a, b|, может только возрастать при добавлении новых

точек к конечной последовательности
(
tk
)n
k=0

и поэтому для доказа-
тельства предложения можно рассматривать лишь такие конечные по-
следовательности точек из |a, b|, при которых существует tk, равное c;
при этом

Σ|a,b| = Σ|a,b] + Σ[a,b|

и, взяв верхние грани, мы получим требуемые равенства. I

Замечание 2.2. Соотношение вида

V (|a, b| , f) = V (|a, c) , f) + V ([c, b| , f) ,

вообще говоря, не верно. Оно справедливо, если функция f непре-
рывна слева в точке c, ибо тогда (см. ниже лемму 2.2): V (|a, b] , f) =
V (|a, c) , f).
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Теорема 2.1 ([7]). Пусть f : |a, b| → X — функция ограниченной ва-
риации. Если X — полное МП, то f — правильная функция.

J Отметим, что f ограничена на |a, b| не зависимо от полноты МП X
(см. утверждение 2.1).

Пусть t0, t1, t2, . . . — некоторая последовательность точек > c, стре-
мящаяся к c при n → ∞. Для упрощения доказательства сходимо-
сти последовательности f(t0), f(t1), f(t2), . . . к некоторому пределу при
n→∞, переставим так члены этой последовательности, чтобы можно
было считать последовательность

(
tn
)∞
n=1

убывающей. Тогда независи-

мо от n конечная сумма
n−1∑
i=1

ρ
(
f(ti), f(ti+1)

)
ограничена полной вариа-

цией функции f . Значит,

∞∑
i=1

ρ
(
f(ti), f(ti+1)

)
<∞.

Таким образом, для m > n + 1 при m,n → +∞ сумма
m−1∑
i=n

стремит-

ся к 0, и тем более стремится к нулю ρ
(
f(tn), f(tm)

)
. Это означает,

что последовательность
(
f(tn)

)∞
n=0

фундаментальна в X. Поскольку
X полно, эта последовательность сходится. Ее предел не зависит от
выбора последовательности

(
tn
)∞
n=0

. В самом деле, из двух последова-
тельностей

(
t′n
)
n∈N и

(
t′′n
)
n∈N можно образовать смешанную последова-

тельность t′0, t′′0, t′1, t′′1, t′2, t′′2, . . ., на которой последовательность значений
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функции f должна иметь некоторый предел, а потому последователь-
ности

(
f(t′n)

)
n∈N и

(
f(t′′n)

)
n∈N также будут иметь тот же предел. Пусть

f(c+0) — общий предел этих последовательностей. Тогда f(t) стремит-
ся к f(c + 0) при t, стремящемся к c по значениям > c. В противном
случае существовало бы такое число ε > 0, что для каждого n > 1
можно было бы найти число tn, c < tn 6 c + 1

n
, для которого выпол-

няется неравенство ρ
(
f(tn), f(c+ 0)

)
> ε. Но тогда последовательность(

tn
)∞
n=1

стремилась бы к точке c при n→∞ по значениям > c, а после-
довательность

(
f(tn)

)∞
n=1

не стремилась бы к f(c+0), что противоречит
ранее полученным результатам.

Точно так же можно показать, что f(t) имеет предел f(c− 0), когда
t стремится к c по значениям < c. Значит, f в точках |a, b| правильная.
I

Замечание 2.3. Обратное утверждение не верно. Правильная и даже
непрерывная на отрезке [a, b] ⊂ R функция с вещественными значе-
ниями не обязательно имеет ограниченную вариацию (см. пример в
утверждении 2.1).

Лемма 2.1. Пусть f : [a, c) → X, где X — МП (не обязательно пол-
ное). Тогда при t, стремящемся к c по значениям < c, вариация V ([a, t], f)
стремится к V ([a, c), f) 6 +∞.

J Функция V ([a, t], f) не убывает на [a, c); следовательно, при t, стре-
мящемся к c по значениям < c, она имеет предел 6 V ([a, c), f). Однако,
если V является произвольным числом < V (a, c), f), то по определе-
нию существует такое разбиение ∆ промежутка [a, c): a = c0 6 c1 6

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 227 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

c2 6 . . . ,6 cn < c, что
Σ∆ > V.

Тогда тем более для cn 6 t < c

V ([a, t], f) > V ([a, cn], f) > Σ∆ > V.

что и требовалось доказать. I

Лемма 2.2. Если f является отображением [a, c] (a < c) в МП X с
ограниченной вариацией, то V ([a, c], f) = V ([a, c), f) тогда и только
тогда, когда f непрерывна слева в точке c.

J Легко видеть, что V ([a, c), f) 6 V ([a, c], f). Предположим сначала,
что f непрерывна слева в точке c. Тогда при заданном ε существует
такое η > 0, что из c− t 6 η, t < c следует неравенство

ρ
(
f(c), f(t)

)
6
ε

2
.

С другой стороны, существует такое разбиение

∆: a = c0, c1, c2, . . . , cn = c

отрезка [a, c], что
Σ∆ > V ([a, c], f)− ε

2
.

Можно предполагать, кроме того. что cn−1 > c − η (в противном слу-
чае можно пополнить ∆ точкой c − η, отчего сумма Σ∆ может лишь
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возрасти). Тогда

V ([a, c), f) > V ([a, cn−1], f) > Σ∆ − ρ
(
f(c), f(cn−1)

)
>

>
(
V ([a, c], f)− ε

2

)
− ε

2
= V ([a, c], f)− ε.

Так как ε произвольно, то V ([a, c], f) = V ([a, c), f).
Обратно, предположим, что последнее равенство имеет место. Тогда

существует такое разбиение ∆ промежутка [a, c), при котором имеет
место

Σ∆ > V,

где V = V ([a, c], f)− ε. Поэтому для cn 6 t < c будем иметь

V ([a, c], f)− ε 6 Σ∆ 6 Σ∆ + ρ
(
f(t), f(c)

)
6 V ([a, c], f) ,

Откуда
ρ
(
f(t), f(c)

)
6 ε для cn 6 t < c,

а, значит, функция f непрерывна слева в точке c. I

Замечание 2.4. Если f в лемме 2.2 не является функцией с ограни-
ченной вариацией на [a, c], то она не имеет ограниченной вариации и на
[a, c); при этом выполняется равенство V ([a, c], f) = V ([a, c), f) = +∞
независимо от того является ли функция f непрерывной слева в точке
c или нет.
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Теорема 2.2. Пусть f — отображение [a, c] (a < b) в X ограничен-
ной вариации. Обозначим через V ([a, t], f) полную вариацию сужения
функции f на [a, t]. Функция

t 7→ V ([a, t], f)

возрастает и непрерывна слева (соответственно справа) в точке c
тогда и только тогда, когда f непрерывна слева (соответственно
справа) в точке c.

J Согласно лемме 2.2 функция t 7→ V ([a, t], f) непрерывна слева в
точке c тогда и только тогда, когда функция f непрерывна слева в
этой точке. Мы даже нашли в обоих случаях предел V ([a, t], f), когда
t стремится к c по значениям < c.

Если теперь t стремится к c по значения > c, то V ([t, b], f), как по-
казывает рассуждение, подобное рассуждению, проведенному в лем-
ме 2.1, стремится к V ((c, b], f). Рассуждая так же, как в лемме 2.2,
можно убедиться, что последнее выражение равно V ([c, b], f) тогда и
только тогда, когда функция f непрерывна справа в точке c. Далее,

V ([a, t], f) = V ([a, b], f)− V ([t, b], f)

стремится к V ([a, c], f) = V ([a, b], f)−V ([c, b], f) тогда и только тогда,
когда f непрерывна справа в точке c. I

Отметим, что если f : [a, b] → X, где X — МП, и f непрерывна
слева (соответственно справа), то, вместо того чтобы выражать пол-
ную вариацию f как точную верхнюю грань, ее можно выразить как
предел сумм Σ∆, соответствующих произвольной последовательности
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∆0,∆1,∆2, . . . разбиений [a, b] с наибольшей длиной промежутков раз-
биения, стремящейся к нулю, при n, стремящемся к бесконечности
(см. [7]).

Отметим также, что V (|a, b| , f) = 0 равносильно тому, что f = const
на |a, b|, но не обязательно f ≡ 0.

Теорема 2.3. Линейное пространство BV ([a, b]) отображений f : [a, b]→
X, где X — ЛНП, является ЛНП с нормой

‖f‖ + ‖f(a)‖+ V ([a, b], f) .

Если X — (В)-пространство,то
(

BV ([a, b]), ‖·‖
)
является (В)-пространством.

J Первые две аксиомы ЛНП выполнены очевидным образом, а нера-
венство треугольника проверяется просто:

‖f + g‖ + ‖f(a) + g(a)‖+ V ([a, b], f + g) 6
6 ‖f(a)‖+ ‖g(a)‖+ V ([a, b], f) + V ([a, b], g) .

Докажем второе утверждение теоремы. Рассмотрим произвольную
фундаментальную последовательность (fn)∞n=1 в пространстве BV ([a, b]),
т. е. при n,m→∞

‖fn − fm‖ = ‖fn(a)− fm(a)‖+ V (a, b], fn − fm)→ 0.

Тогда из

‖fm(t)− fn(t)‖ 6
∥∥(fm(t)− fn(t)

)
−
(
fm(a)− fn(a)

)∥∥+

+ ‖fm(a)− fn(a)‖ 6 ‖fm(a)− fn(a)‖+ V ([a, b], fm − fn)
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следует, что последовательность
(
fn(t)

)∞
n=1
⊂ X фундаментальна в X

при любом t ∈ [a, b]. Следовательно, в силу полноты пространства X
существует предел

f(t) = lim
n→∞

fn(t)

в X для любого t ∈ [a, b].
Пусть n(ε) ∈ N настолько велико, что при n > n(ε) выполняется

неравенство ‖fm − fn‖ < ε. Тогда для любой конечной последователь-
ности

a1 6 b1 6 a2 6 b2 6 . . . 6 ak 6 bk (ai, bi ∈ [a, b])

будем иметь

‖fm(a)− fn(a)‖+
k∑
i=1

∥∥[fm(bi)− fn(bi)
]
−
[
fm(ai)− fn(ai)

]∥∥ < ε.

Переходя здесь к пределу при m→∞, найдем

‖f(a)− fn(a)‖+
k∑
i=1

∥∥[f(bi)− fn(bi)
]
−
[
f(ai)− fn(ai)

]∥∥ < ε.

И так как это справедливо для любого разбиения, то

‖f(a)− fn(a)‖+ V ([a, b], f − fn) 6 ε при n > n(ε).

Отсюда и из

f = f − fn(ε) + fn(ε), fn(ε) ∈ BV ([a, b])
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легко получаем, что

f ∈ BV ([a, b]) и ‖f − fn‖ 6 ε при n > n(ε),

т. е. fn → f и BV (a, b]). Теорема доказана. I

Замечание 2.5. Если f ∈ BV ((a, b|), то норма f ∈ BV ((a, b|) опреде-
ляется равенством

‖f‖ = ‖f(a+ 0)‖+ V ((a, b| , f) ,

где V ((a, b| , f) есть, как обычно, полная вариация функции f на (a, b|
(в теореме 2.1 было показано, что предел f(a+ 0) существует для всех
f ∈ BV ((a, b|)).

Часто через NBV (|a, b|) обозначают совокупность всех функций f
из BV (|a, b|), которые удовлетворяют следующим условиям:

1) f непрерывна справа в каждой внутренней точке промежутка |a, b|;

2) f(a+ 0) = 0.

Норма в NBV (|a, b|) задается равенством

‖f‖ = V (|a, b| , f) .

Предложение 2.2. Пусть E — ЛНП над полем вещественных чисел
R, dimE = n и e1, e2, . . . , en — базис в E. Для того чтобы функция
f : |a, b| → E имела ограниченную вариацию, необходимо и достаточ-
но,чтобы каждая из ее составляющих имела ограниченную вариацию.
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J При замене нормы в E эквивалентной ей нормой функция огра-
ниченной вариации остается функцией ограниченной вариации (хотя
значение полной вариации, естественно, может измениться). Введение
базиса в E позволяет отождествить это пространство с пространством
Rn, и мы можем заменить норму в E эквивалентной нормой

∥∥(x1, x2, . . . , xn)
∥∥ =

n∑
j=1

|xj| на Rn.

Если теперь функция f на |a, b| представлена в виде

f(t) =
n∑
j=1

fj(t)ej,

то имеем ∥∥f(ci+1 − f(ci)
∥∥ =

n∑
j=1

∣∣fj(ci+1)− fj(ci)
∣∣

(для любого разбиения ∆ промежутка |a, b|). Следовательно, полная
вариация функции f не меньше полной вариации каждой функции fj
и не больше суммы полных вариаций этих функций. (Это так, если
воспользоваться те фактом, что сумма в определении полной вариа-
ции при замене последовательности точек на содержащую ее последо-
вательность может лишь возрасти). Это означает, что f имеет огра-
ниченную вариацию в том и только в том случае, когда ограничены
вариации функций fj. I
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§ 3. Вещественные функции вещественной
переменной с ограниченной вариацией

В данном параграфе для вещественных функций, заданных на про-
межутке J ⊂ R (который может быть замкнутым, полузамкнутым,
открытым и конечным или нет) рассматриваются критерии ограни-
ченности вариации и их свойства.
Теорема 3.1. Для f : J → R, где J = |a, b|, следующие предложения
эквивалентны.
(i) f ∈ BV (J).

(ii) Найдется монотонная ограниченная функция F : J → R такая,
что

∀
(
x′, x′′ ∈ J, x′ < x′′

)
:
∣∣f(x′)− f(x′′)

∣∣ 6 F (x′)− F (x′′).

(iii) Функция f представима в виде разности двух возрастающих и
ограниченных функций на J .

J (i)⇒ (ii), так как за F (x) можно взять, например, функцию V (|a, x] , f);
тогда

∣∣f(x′)− f(x′′)
∣∣ 6 V ([x′, x′′], f).

Покажем, что (ii)⇒ (iii). Функция G(x) = F (x) − f(x) ограничена
(ибо таковыми являются функции f и F ) и

∀
(
x′, x′′ ∈ J, x′ < x′′

)
:

G(x′′)−G(x′) =
[
F (x′′)− f(x′′)

]
−
[
F (x′)− f(x′)

]
=

=
[
F (x′′)− F (x′)

]
−
[
f(x′′)− f(x′)

]
> 0,
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т. е. функция G не убывает на J . Следовательно, f = F −G на J .
Импликация (iii)⇒ (i) есть следствие того, что монотонная ограни-

ченная функция является функцией ограниченной вариации и BV (J)
— линейное пространство. I

Замечание 3.1. Представление функции ограниченной вариации в ви-
де разности двух возрастающих ограниченных функций не является
единственным: если f = f1 − f2 — такое представление, то путем при-
бавления к f1 и f2 одной и той же постоянной можно добиться, что-
бы f1 и f2 стали положительными, и, далее, если к f1 и f2 прибавим
какую-либо строго возрастающую ограниченную функцию (например,
arctg x), то получим представление f в виде разности двух ограничен-
ных строго возрастающих функций. Отметим также, что установлен-
ная возможность сведения функций с ограниченной вариацией в неко-
тором смысле к монотонным функциям не должна создавать иллюзий
относительно «простоты» поведения функций с ограниченной вариа-
цией; ведь бесконечно колеблющая функция (в каждом промежутке,
содержащем точку 0)

f(x) = x2 sin
π

x
(x 6= 0), f(0) = 0,

тоже допускает представление в виде разности двух монотонных функ-
ций (f имеет ограниченную производную f ′(x) = 2x sin π

x
− π cos π

x
при

x 6= 0 и f ′(0) = 0). Тем не менее некоторые свойства монотонных функ-
ций переносятся и на функции с ограниченной вариацией (см. ниже).
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Теорема 3.2. Если f ∈ BV ([a, b]), то существуют монотонно воз-
растающие на [a, b] функции p и q такие, что

p(a) = q(a) = 0,

f(x)− f(a) = p(x)− q(x), (3.1)
V ([a, x], f) = p(x) + q(x). (3.2)

J Для любого x ∈ [a, b] положим:

2p(x) + V ([a, x], f) + f(x)− f(a),

2q(x) + V ([a, x], f)− f(x) + f(a).

Тогда, учитывая V ([a, a], f) = 0, имеем p(a) = q(a) = 0 и выполняются
равенства (3.1) и (3.2). Далее, если a 6 x 6 y, то, в силу равенства

V ([a, y], f) = V ([a, x], f) + V ([x, y], f) ,

получаем

2p(y)− 2p(x) = V ([x, y], f) +
[
f(y)− f(x)

]
,

2q(y)− 2q(x) = V ([x, y], f)−
[
f(y)− f(x)

]
.

Отсюда и из ∣∣f(y)− f(x)
∣∣ 6 V ([x, y], f)

следует, что обе функции p и q — возрастающие. I

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 237 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

Определение 3.1. Для f ∈ BV ([a, b]) функцию

Vf (x) + V ([a, x], f)

(по аналогии с неопределенным интегралом) называют неопределенной
полной вариацией, а функции p(x) и q(x) — соответственно неопреде-
ленной положительной вариацией и неопределенной отрицательной
вариацией.

Замечание 3.2. Прибавляя одну и ту же возрастающую функцию
к p и q, мы получим две возрастающие функции p1 и q1 такие, что
f(x)−f(a) = p1(x)−q1(x). Однако разложение f(x)−f(a) = p(x)−q(x)
обладает некоторым свойством минимальности, выделяющим его сре-
ди всех прочих разложений такого рода (см. упражнение 7). Отсюда
(как и из доказательства теоремы 3.2) видно, что f(x) можно предста-
вить в виде f(x) = p(x)− q(x), если считать, что p(x) и q(x) определя-
ются с точностью до постоянного слагаемого равенствами

p(x) =
1

2

[
V ([a, x], f) + f(x)

]
и q(x) =

1

2

[
V ([a, x], f)− f(x)

]
.

Так как f(x) = p(x)−q(x)+f(a) дифференцируема всюду, где диффе-
ренцируемы одновременно и p(x) и q(x), а объединение двух множеств
меры нуль является множеством меры нуль, то получаем следующее
утверждение.

Теорема 3.3 (Лебег). Любая функция с ограниченной вариацией по-
чти всюду имеет конечную производную.
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Лемма 3.1. Всякая функция скачков

s(x) =
∑
xn6x

un +
∑
xn<x

vn,
(
x ∈ (a, b)

)
где un и vn — числа произвольных знаков, представляет собой функ-
цию с ограниченной вариацией; ее неопределенная полная вариация
также является функцией скачков с теми же xn и с |un| и |vn| вме-
сто un и vn. Ее неопределенная положительная вариация и неопре-
деленная отрицательная вариация представляются соответственно
числами

max{un, 0}, max{vn, 0} и −min{un, 0}, −min{vn, 0}.

J Для доказательства леммы достаточно показать, что полная вариа-
ция V ((a, b), f) функции s(x) равна U =

∑(
|un| + |vn|

)
; соответству-

ющее выражения для V ((a, x), f) получится, если вместо (a, b) взять
(a, x).

Для произвольного ε > 0 выберем целое число N таким образом,
чтобы сумма N первых членов ряда, определяющего U , отличалась от
U меньше, чем ε. Возьмем теперь такое разбиение (a, b), чтобы каждый
замкнутый частичный интервал α 6 x 6 β содержал одну и только
одну из точек x1, x2, . . . , xN и эта последняя совпадала бы с α или β.
Для замкнутого частичного промежутка вида α 6 x 6 xr, где r 6 N ,
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будем иметь∣∣s(xr)− s(α)
∣∣ =

∣∣∣ur +
∑

α<xn<xr

un +
∑

α6xn<xr

vn

∣∣∣ >
> |ur| −

( ∑
α<xn<xr

|un|+
∑

α6xn<xr

|vn|
)
,

где все un и vn, за исключением ur, имеют номера > N . Подобное же
неравенство справедливо для частичных интервалов вида xr 6 x 6 β.
Отсюда следует, что сумма

∑∣∣s(β) − s(α)
∣∣, распространенная на все

частичные интервалы рассматриваемого разбиения, больше или равна

N∑
1

(
|un|+ |vn|

)
− ε > U − 2ε.

Так как с другой стороны, согласно определению s(x), аналогичная
сумма, соответствующая произвольному разбиению, не может превзой-
ти U , то полная вариация V ((a, b), s) равна U . I

Предложение 3.1. Функция скачков

s(x) =
∑
xn6x

un +
∑
xn<x

vn

обладает следующими свойствами.
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1. s(x) имеет пределы справа и слева в каждой точке, причем в точ-
ках xn она имеет левые и правые скачки, равные соответственно
un и vn, а в остальных точках она непрерывна.

2. s(x) имеет почти всюду производную, равную нулю.

J Свойство 1 следует из теоремы 2.1 и предложения 1.2. Свойство 2
вытекает из теоремы 3.2, если учесть, что неопределенная полная вари-
ация, неопределенная положительная вариация и неопределенная от-
рицательная вариация функции s(x) также являются функциями скач-
ков с неотрицательными односторонними скачками (см. лемму 3.1), а
их производные равны нулю (см. следствие 1.2). I

Предложение 3.2. Всякая функция f(x) с ограниченной вариацией
может быть представлена в виде суммы непрерывной функции g(x) с
ограниченной вариацией и функции скачков s(x). (Функции g(x) и s(x)
при этом называются соответственно непрерывной составляющей и
функцией скачков функции f(x)).

J Пусть {xn} ⊂ (a, b) — множество точек разрыва функции и un, vn —
соответственно левые и правые скачки функции f(x) в точках xn (n =
1, 2, . . . ). Зададим функцию скачков s(x) формулой

s(x) =
∑
xn6x

un +
∑
xn<x

vn,
(
x ∈ (a, b)

)
.

Как мы знаем функция s(x) в точках xn имеет левые и правые скачки,
равные соответственно un и vn (n = 1, 2, . . . ) (см. предложение 1.2), а в
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остальных точках она непрерывна. Тогда функция

g(x) = f(x)− s(x),

как разность двух функций с ограниченной вариацией, является функ-
цией ограниченной вариации на (a, b). Ее непрерывность в любой точке
x 6= xn (n = 1, 2, . . . ) очевидна. Докажем непрерывность g(x) в любой
точке xm ∈ {xn}. Это следует из

um + f(xm)− f(xm − 0), vm + f(xm + 0)− f(xm),

g(xm) + f(xm)− s(xm) = f(xm)−
( ∑
xn6xm

un +
∑
xn<xm

vn

)
,

g(xm + 0) = f(xm + 0)− s(xm + 0) =

= f(xm + 0)−
[
vm + s(xm)

]
=

= f(xm + 0)−
[
f(xm + 0)− f(xm) + s(xm)

]
=

= f(xm)−
( ∑
xn6xm

un +
∑
xn<xm

vn

)
,

g(xm − 0) = f(xm − 0)− s(xm − 0) =

= f(xm − 0)−
[
s(xm)− um

]
=

= f(xm − 0)−
[
s(xm)− (f(xm)− f(xm − 0))

]
=

= f(xm)− s(xm) = f(xm)−
( ∑
xn6xm

un +
∑
xn<xm

vn

)
,
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Таким образом,

g(xm) = g(xm − 0) = g(xm + 0),

т. е. g(x) непрерывна в точке xm.
Итак, f(x) = g(x) + s(x) при x ∈ (a, b) и g(x) на (a, b) непрерывна и

имеет ограниченную вариацию, а s(x) — функция скачков на (a, b) для
функции f(x). I

Замечание 3.3. Пусть в условиях предложения 3.2 функция f зада-
на на отрезке [a, b] и {xn} ⊂ [a, b]. Если в этом случае xn = a (соответ-
ственно xn = b) при некотором n ∈ N, то в определении s(x) полагается
vn = 0 (соответственно un = 0).

Согласно лемме 3.1 и предложению 3.1 производные функции скач-
ков и ее неопределенной полной вариации равны нулю всюду. Это сов-
падение соответствует частичному случаю следующего предложения,
относящегося к произвольным функциям с ограниченной вариации.

Теорема 3.4. Если f(x) — функция с ограниченной вариацией на |a, b|,
а Vf (x) — неопределенная полная вариация функции f , то почти всю-
ду V ′f (x) =

∣∣f ′(x)
∣∣.

J Выберем последовательность разбиений (∆n)∞n=1 интервала (a, b) та-
ким образом, чтобы суммы

Σa,b =
n∑
1

∣∣f(xk)− f(xk−1

∣∣,
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соответствующие разбиениям ∆n, отличались от полной вариации V ((a, b), f)
меньше чем на 2−n. Имея разбиение ∆n интервала (a, b) на частичные
интервалы xk−1 6 x 6 xk, построим функции fn(x), положив на каж-
дом таком частичном интервале fn(x) равной

fn(x) =

{
f(x) + const, если f(xk)− f(xk−1 > 0;
−f(x) + const, если f(xk)− f(xk−1 < 0.

Постоянные слагаемые const выберем так, чтобы fn(a) равнялась 0, а
в точках xk значения fn(x) были бы согласованы.

Тогда будем иметь

fn(xk)− fn(xk−1) =
∣∣f(xk)− f(xk−1)

∣∣
и, следовательно,

V ((a, b), f)− fn(b) = V ((a, b), f)−
∑
k

[
fn(xk)− fn(xk−1)

]
6

1

2n
.

С другой стороны, функция V ((a, x], f)−fn(x) возрастающая, это мож-
но установить, показав, что при x < ξ

V ((a, ξ], f)− V ((a, x], f) > fn(ξ)− fn(x).

В этом случае, когда x и ξ принадлежат одному и тому же отрезку
[xk−1, xk], это неравенство вытекает из того, что

V ((a, ξ], f)− V ((a, x], f) >
∣∣f(ξ)− f(x)

∣∣.
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В общем случае, когда

x < xk < · · · < xp < ξ,

мы просуммируем соответствующие неравенства для отрезков [x, xk], [xk, xk+1], . . . , [xp, ξ]
Ряд ∑[

V ((a, x], f)− fn(x)
]

сходится, так как он мажорируется рядом
∑

2−n. В силу теоремы Фу-
бини (см. следствие 1.1), ряд из производных сходится почти всюду;
следовательно, почти всюду

V ′ ((a, x], f)− f ′n(x)→ 0.

Согласно определению функций fn:

f ′n(x) = ±f ′(x),

а так как V ′ ((a, x], f) > 0, в силу того, что V ((a, x], f) — возрастающая
функция, мы приходим к заключению, что почти всюду V ′ ((a, x], f) =∣∣f ′(x)

∣∣. I
Метод, который мы использовали только что, применим также и к

изучению разрывов функции f и ее неопределенной полной вариации
V ((a, x], f). Обозначим через Vf (x) неопределенную полную вариацию
.
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Теорема 3.5. Функции f(x)и Vf (x) имеют одни и те же точки раз-
рыва, и их скачки в точках разрыва совпадают с точностью до знака,
т. е. в любой точке x

Vf (x)− Vf (x− 0) =
∣∣f(x)− f(x− 0)

∣∣,
Vf (x+ 0)− Vf (x) =

∣∣f(x+ 0)− f(x)
∣∣.

J При x < ξ имеем∣∣Vf (ξ)− Vf (x)− fn(ξ) + fn(x)
∣∣ 6

6
∣∣Vf (ξ)− fn(ξ)

∣∣+
∣∣Vf (x)− fn(x)

∣∣ < 2 · 2−n;

в пределе, когда ξ стремится к x, получим∣∣Vf (x+ 0)− Vf (x)− fn(x+ 0) + fn(x)
∣∣ 6 21−n.

Отсюда, при n→∞, вытекает, что

fn(x+ 0)− fn(x)→ Vf (x+ 0)− Vf (x)

Так как, очевидно, скачки fn(x) равны, с точностью до знака, скачкам
функции f(x), то∣∣f(x+ 0)− f(x)

∣∣ = Vf (x+ 0)− Vf (x).

Утверждение, касающееся пределов слева, устанавливается точно так
же. I
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Определение 3.2. Непрерывная функция с ограниченной вариацией
называется сингулярной, если ее производная равна нулю почти всюду.

Теорема 3.6. Всякая функция BV ([a, b]) может быть представлена
в виде суммы трех компонент

f = ϕ+ ψ + s,

где функции ϕ и ψ соответственно абсолютно непрерывна и сингу-
лярна, а s — функция скачков для f .

J Функция f можно представить как сумму функции скачков s и g ∈
BV ([a, b])∩C([a,b])

f = g + s (см. предложение 3.2).

Положим

ϕ(x) +

x∫
a

g′(t) dt.

Очевидно, что ϕ ∈ AC ([a, b]), а разность

ψ + BV ([a, b])∩C([a,b]),

причем ψ′ = 0 почти всюду на [a, b]. Следовательно, f = ϕ+ ψ + s. I
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Замечание 3.4. Можно показать, что каждое из слагаемых в разло-
жении f = ϕ + ψ + s определяется самой функцией f однозначно с
точностью до константы. Если функции ϕ, ψ и s нормировать, потре-
бовать обращения двух из них в нуль в точке x = a, то разложение
f = ϕ+ ψ + s будет уже в точности единственным.

Отметим также, что при интегрировании производной от f восста-
навливается не сама эта функция, а только ее абсолютно непрерывная
компонента.

Замечание 3.5. Теорема 3.5 верна и для функций f из пространства
BV (|a, b|).

Следующая теорема Хелли часто используется в функциональном
анализе и его приложениях.

Теорема 3.7 (Хелли). Пусть E — множество функций ограничен-
ной вариации на [a, b], причем существует такое положительное чис-
ло L, что для всех функций g, принадлежащих E, имеют место нера-
венства ∣∣g(x)

∣∣ 6 L; V ([a, b], g) 6 L, (3.3)

т. е. все функции g по абсолютной величине ограничены и их вариа-
ции на [a, b] также ограничены некоторым числом. При этом из лю-
бой бесконечной последовательности gn(x) функций, принадлежащих
E, можно выделить подпоследовательность gnk(x), которая во всех
точках [a, b] стремится к некоторой функции g(x) ограниченной ва-
риации.
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J Каждую функцию ограниченной вариации g ∈ E можно представить
в виде разности возрастающих функций

g(x) =
1

2

[
V ([a, x], g) + g(x)

]
− 1

2

[
V ([a, x], g)− g(x)

]
, (3.4)

причем, в силу (3.3), обе эти возрастающие функции по абсолютной ве-
личине не превосходят числа L. Применяя упражнение 6, можно утвер-
ждать, что из последовательности gn(x) можно такую последователь-
ность, для которой уменьшаемое в правой части (3.4) во всех точках
[a, b] стремится к предельной функции, которая не убывает на [a, b].
Применяя еще раз упражнение 6, можно утверждать, что из получен-
ной последовательности можно выделить подпоследовательность, для
которой и вычитаемое правой части (3.4) во всех точках [a, b] стремится
к неубывающей функции. Таким образом, получим такую последова-
тельность gnk , которая во всех точках [a, b] стремится к предельной
функции, представимой в виде разности двух неубывающих функций.
Теорема доказана. I

Замечание 3.6. Теорема Хелли справедлива и в случае, когда функ-
ции g семейства E задана на (−∞,+∞) и при этом ясно, что неравен-
ства (3.3) принимают вид∣∣g(x)

∣∣ 6 L; V ((−∞,+∞), g) 6 L.

(Здесь V ((−∞,+∞), g) + lim
n→∞

V ([−n, n], g) ). В самом деле, рассмот-
рим последовательность отрезков

[−1, 1] ⊂ [−2, 2] ⊂ [−3, 3] ⊂ · · · ⊂ [−n, n] ⊂
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Из E выделяется последовательность
(
g

(1)
k

)
k>1

, сходящаяся на [−1, 1].
Из этой последовательности выделяется последовательность

(
g

(2)
k

)
k>1

,
сходящаяся на отрезке [−2, 2] и т.д. (отметим, что порядок следования
элементов в

(
g

(2)
k

)
такой же, как и в

(
g

(1)
k

)
). Построив последователь-

ность последовательностей(
g

(1)
k

)
⊃
(
g

(2)
k

)
⊃
(
g

(3)
k

)
⊃ . . .

и рассмотрев «диагональную» последовательность gn = g
(n)
n , мы полу-

чим требуемое, ибо ясно, что полная вариация предельной функции не
больше L.

Известно, что неубывающая непрерывная слева (или справа) функ-
ция, заданная на любом промежутке числовой оси, порождает неот-
рицательную меру на этом промежутке (см. упражнения 8, 9, 7 – 14).
Оказывается, что множество всех мер (как действительных, так и ком-
плексных) можно описать с помощью множества функций ограничен-
ной вариации (см. следующую теорему).

Так как любая комплексная мера ν представима в виде ν = ν1 +
iν2, где ν1, ν2 — вещественные меры, то в следующей теореме можно
считать рассматриваемые функции вещественными.
Теорема 3.8. Для того чтобы функция f на R соответствовала неко-
торой мере ν по формуле

fν(t) +

 ν
(
[0, t]

)
при t > 0;

0 при t = 0;
−ν
(
[t, 0]

)
при t < 0
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необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла условиям:

1) f(0) = 0;

2) f непрерывна слева;

3) f имеет ограниченную вариацию на любом отрезке.

J Достаточность следует из утверждений упражнения 7 и из предста-
вимости f в виде разности двух неубывающих функций f1 и f2. Ясно,
что если f удовлетворяет условиям 1) и 2), то f1 и f2 можно выбрать
так, чтобы они также удовлетворяли этим условиям. По утверждению
упражнения 7 функции f1 и f2 соответствуют некоторым счетно адди-
тивным мерам µf1 и µf2 . Тогда функция f = f1−f2 соответствует мере
µf1 − µf2 .

Необходимость условия 1) очевидна, необходимость 2) доказывается
так же, как и в упражнении 7. Докажем необходимость 3). Для этого
заметим, что по определению вариации меры ν справедливо равенство
V ([a, b), fν) = v (ν, [a, b)) (см. упражнение 6). I
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Упражнения
1. Пусть f — функция ограниченной вариации на промежутке J и c

произвольная точка из J , не совпадающая с его правым концом.
Доказать, что

lim
ε→0+

V ((c, c+ ε], f) = 0.

Решение. Если b — правый конец интервала J , то функция V ((c, c+ ε], f)
на интервале 0 < ε < b − c является неубывающей функцией ε. Поэтому
мы можем провести доказательство от противного, предположив, что для
некоторого положительного δ

V ((c, c+ ε], f) > δ, 0 < ε < b− c.

Таким образом, если 0 < ε1 < b− c, то на промежутке (c, c+ ε1] найдутся
n1 точек ai, bi таких, что c < an−1 6 bn1 6 . . . 6 a1 6 b1 6 c+ ε1 и что

n1∑
i=1

∣∣f(bi)− f(ai)
∣∣ > δ.

Положим ε2 = an1−c. Так как V ((c, c+ ε2], f) > δ, то на (c, c+ε2] = (c, an1 ]
найдутся такие точки aj , bj , j = n1 + 1, . . . , n2, что c < an2 6 bn2 6 . . . 6
an1+1 6 bn1+1 6 c+ ε2 = an1 и что

n2∑
i=n1+1

∣∣f(bi)− f(ai)
∣∣ > δ.

Это рассуждение можно продолжить, полагая ε3 = an2 − c и выбирая
соответствующим образом точки в (c, c+ ε3]. По индукции, ясно, что для
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каждого натурального k = 1, 2, . . . найдутся такие точки ai, bi, что c <
ank 6 bnk 6 . . . 6 a1 6 b1 6 c+ ε1 и

nk∑
i=nk−1+1

∣∣f(bi)− f(ai)
∣∣ > δ, k = 1, 2, . . .

Однако это противоречит тому, что f является функцией ограниченной
вариации на J . I

2. Пусть f ∈ BV (J), где J — открытый интервал (a, b), который может
быть как конечным, так и бесконечным, обладает свойством

f(t) = lim
ε→0

f
(
t+ |ε|

)
, t ∈ J

(т. е. f непрерывна справа на J). Очевидно, что J = [a, b] ⊆ R
— компактное подмножество в расширенной области вещественных
чисел R ; расширим область определения функции f до J , полагая
f(a) = f(b) = 0.
Пусть, далее, Σ есть алгебра всех конечных объединений

E = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ In, (3.5)

где каждое из интервалов Ij имеет один из двух видов [a, d] или
(c, d], причем a < c < d 6 b.
Если интервалы Ij, j = 1, . . . , n, в 3.5 не пересекаются, то, по опре-

делению, для E ∈ Σ положим

µ(E) =
n∑
j=1

µ(Ij),
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где µ
(
[a, d]

)
= f(d)− f(a) и µ

(
(c, d]

)
= f(d)− f(c) при a < c < d 6 b.

Доказать следующие утверждения:
a) µ(E) определена корректно, µ — а.ф. м. на Σ и ограничена на

Σ; кроме того, если E состоит из единственного промежутка, то
v (E, µ) = V (E, f).

b) µ регулярна на Σ.
c) µ имеет регулярное счетно аддитивное продолжение на σ-алгебру

всех борелевских множеств из [a, b].
(Сужение этого продолжения на σ-алгебру борелевских подмно-
жеств интервала (a, b) называется мерой Радона или мерой Бо-
реля—Стилтьеса на (a, b), определяемой функцией f).

Указание. Для доказательства утверждения 2b) использовать упражне-
ние 1, а утверждение 2c) следует из теоремы 3.3. I

3. Напомним, что функция f называется кусочно монотонной на про-
межутке |a, b|, если |a, b| является объединением конечного числа
таких промежутков

|a0, a1] , [a1, a2] , . . . , [an−1, an| , a0 = a, an = b,

что в каждом из интервалов (ai, ai+1) эта функция монотонна (от-
метим, что обычно используемые функции кусочно монотонны на
ограниченном промежутке).
Доказать, что если |a, b| — некоторый промежуток на R и функция f
на |a, b| вещественна, ограничена и кусочно монотонна, то она имеет
на |a, b| ограниченную вариацию.
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Решение. Предполагая, например, |a, b| = (a, b), покажем

V ((a, b), f) =

n−1∑
i=0

∣∣f(ai+1 − 0)− f(ai + 0)
∣∣+

+

n−1∑
i=0

(∣∣f(ai)− f(ai − 0)
∣∣+
∣∣f(ai + 0)− f(ai)

∣∣).
Мы можем записать

V (|a, b| , f) = V (|a0, a1] , f) + V ([a1, a2] , f) + · · ·+ V ([an−1, an| , f) .

Так как по условию f ограничена на (a, b), то∣∣f(ai)
∣∣ <∞, i = 1, . . . , n− 1,

и из ограниченности и монотонности f на (ai, ai+1), i = 0, 1, . . . , n − 1,
вытекает существование конечных пределов

f(a0 + 0), f(an + 0) и f(ai − 0), f(ai + 0), i = 1, . . . , n− 1.

Следовательно, ai, i = 1, . . . , n− 1 — точки разрыва первого рода.
Найдем V ((a0, a1], f). Пусть a0 < c1 6 c2 6 . . . 6 cm−1 6 cm = a1 — про-
извольная конечная последовательность. Тогда, учитывая монотонность
f на (a0, a1) имеем

m−1∑
i=1

∣∣f(ci+1)− f(ci)
∣∣ =

∣∣f(cm−1)− f(c1)
∣∣+
∣∣f(a1)− f(cm−1)

∣∣.
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Отсюда и из определения полной вариации f на (a0, a1], учитывая, что
последовательность c1, . . . , cm−1 взята произвольно из (a0, a1], при c1 →
a0 (c1 > a0) и cm−1 → a1 (cm−1 < a1, получим

V ((a0, a1], f) =
∣∣f(a1 − 0)− f(a0 + 0)

∣∣+
∣∣f(a1 − 0)− f(a1)

∣∣.
Найдем теперь

V ([ai, ai+1], f) , i = 1, . . . , n− 2.

Пусть ξ0 = ai < ξ1 6 ξ2 6 . . . 6 ξm−1 < ξm = ai+1. Для этого разбиения,
учитывая монотонность f на (ai, ai+1), i = 1, 2, . . . , n− 2, имеем

m−1∑
j=0

∣∣f(ξj+1)− f(ξj)
∣∣ =

=
∣∣f(ai)− f(ξ1)

∣∣+
∣∣f(ξm−1)− f(ξ1)

∣∣+
∣∣f(ai+1)− f(ξm−1)

∣∣
Отсюда (поскольку последовательность

(
ξj
)
взята произвольно и при за-

мене последовательности
(
ξj
)
конечной последовательностью, содержа-

щей данную, сумма
∑m−1

j=0

∣∣f(ξj+1)− f(ξj)
∣∣ не убывает) при ξ1 → ai (ξ1 >

ai) и ξm−1 → ai+1 (ξm−1 < ai+1) имеем для всех = 1, 2, . . . , n− 2:

V ([ai, ai+1], f) =
∣∣f(ai)− f(ai + 0)

∣∣+
+
∣∣f(ai+1 − 0)− f(ai + 0)

∣∣+
∣∣f(ai+1)− f(ai+1 − 0)

∣∣.
Наконец, найдем V ([an−1, an], f). Пусть, как и выше, ξ0 = an−1 < ξ1 6
ξ2 6 . . . 6 ξm−1 6 ξm < an — произвольная последовательность. Тогда

m−1∑
j=0

∣∣f(ξj+1)− f(ξj)
∣∣ =

∣∣f(ξ1)− f(an−1)
∣∣+
∣∣f(ξm)− f(ξ1)

∣∣
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Отсюда, рассуждая как выше, получим

V ([an−1, an], f) =
∣∣f(an−1 − 0)− f(an−1)

∣∣+
∣∣f(an − 0)− f(an−1 + 0)

∣∣.
Следовательно, выражение для V ((a, b), f) получено.

Отметим, что если ограниченная функция f кусочно монотонна на (a, b)
и непрерывна слева (соотв. справа) в точках a1, . . . , an−1, то в выражении
для V ((a, b), f) слагаемые

∣∣f(ai)− f(ai − 0)
∣∣ (

соотв.
∣∣f(ai)− f(ai − 0)

∣∣), i = 1, . . . , n− 1,

равны нулю. I

4. Пусть функция g интегрируема на [a, b] по Риману и

f(x) +

x∫
a

g(t) dt,

g+(x) + max{g(x), 0}, g−(x) + −min{g(x), 0}.

Показать, что f — функция ограниченной вариации на [a, b] и ее
неопределенные вариации (полная, положительная и отрицатель-
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ная) для всех x ∈ [a, b] задаются равенствами

V ([a, x], f) =

x∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt,

p(x) =

x∫
a

g+(t) dt, q(x) =

x∫
a

g−(t) dt,

Указание. Так как sup
[a,b]

∣∣g(t)
∣∣ = M <∞, то

∀x1, x2 ∈ [a, b] :
∣∣f(x1)− f(x2)

∣∣ 6M · |x1 − x2|,

Следовательно, f ∈ BV ([a,b]).
Мы покажем, что

V ([a, b], f) =

b∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt,

Отсюда будет следовать, что

∀x ∈ [a, b] : V ([a, x], f) =

x∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt

ибо рассуждения для [a, b] и [a, x] одинаковые.
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Пусть ∆ = {a = c0 < c1 < · · · < cn = b} — произвольное разбиение [a, b].
Тогда

Σ∆ +
n−1∑
i=0

∣∣f(ci+1)− f(ci)
∣∣ =

n−1∑
i=0

∣∣∣ ci+1∫
ci

g(t) dt
∣∣∣ 6 b∫

a

∣∣g(t)
∣∣ dt,

откуда, переходя в суммах Σ∆ к точной верхней грани, получим

V ([a, b], f) 6

b∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt

Докажем, что в этом неравенстве вместо знака «6» будет знак «=». Для
этого мы получим противоположное неравенство последнему. Сначала
предположим, что g непрерывна на [a, b]. Тогда g равномерно непрерывна
на [a, b]. Следовательно, для любого ε > 0 найдется такое η > 0, что из
|x′ − x′′| 6 η следует ∣∣g(x′)− g(x′′)

∣∣ 6 ε

2(b− a)
.

Пусть теперь ∆ — некоторое разбиение интервала [a, b]: a = c0 6 c1 6
. . . 6 cn−1 6 cn = b, максимальная из длин промежутков в котором 6 η.
Тогда для ci 6 x 6 xi+1 имеем∣∣|g(x)| − |g(ci)|

∣∣ 6 ∣∣g(x)− g(ci)
∣∣ 6 ε

2(b− a)
.
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Теперь можно установить следующие соотношения:

f(ci+1)− f(ci) =

ci+1∫
ci

g(t) dt = g(ci)

ci+1∫
ci

dt+

ci+1∫
ci

[
g(t)− g(ci)

]
dt,

∣∣f(ci+1)− f(ci)
∣∣ > ∣∣g(ci)

∣∣ ci+1∫
ci

dt− ε

2(b− a)

ci+1∫
ci

dt.

Однако

∣∣g(ci)
∣∣ ci+1∫
ci

dt >

ci+1∫
ci

∣∣g(t)
∣∣ dt > − ci+1∫

ci

∣∣g(t)− g(ci)
∣∣ dt >

>

ci+1∫
ci

∣∣g(t)
∣∣ dt− ε

2(b− a)

ci+1∫
ci

dt.

Окончательно,

∣∣f(ci+1)− f(ci)
∣∣ > ci+1∫

ci

∣∣g(t)
∣∣ dt− ε

b− a

ci+1∫
ci

dt.

Отсюда получим

V ([a, b], f) > Σ∆ >

b∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt− ε

b− a

b∫
a

dt =

b∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt− ε.
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Так как ε > 0 произвольно, то

V ([a, b], f) >

b∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt.

Пусть теперь g — произвольная интегрируемая по Риману функция на
[a, b]. Тогда при заданном ε > 0 существует такая непрерывная на [a, b]
функция ϕ, что

b∫
a

∣∣g(t)− ϕ(t)
∣∣ dt 6 ε

2
(см., например, []).

По доказанному имеем

V ([a, b], f) 6

b∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt, V ([a, b], ψ) 6

b∫
a

∣∣ϕ(t)
∣∣ dt,

где ψ(x) +
∫ x
a ϕ(t) dt и V ([a, b], f − ψ) 6

∫ b
a

∣∣g(t)− ϕ(t)
∣∣ dt.

Из
V ([a, b], ψ) > V ([a, b], ψ − f) + V ([a, b], f)

получим
V ([a, b], f) > V ([a, b], ψ)− V ([a, b], ψ − f) .

http://www.dgu.ru/


Сайт ДГУ

Тиульный лист

Оглавление

JJ II

J I

страница 261 из 268

Назад

Полный экран

Закрыть

Выход

Следовательно,

V ([a, b], f) >

b∫
a

∣∣ϕ(t)
∣∣ dt− b∫

a

∣∣g(t)− ϕ(t)
∣∣ dt > b∫

a

∣∣ϕ(t)
∣∣ dt− ε

2
>

>

b∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt− b∫

a

∣∣g(t)− ϕ(t)
∣∣ dt− ε

2
>

b∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt− ε.

Отсюда, поскольку ε > 0 произвольно, вытекает

V ([a, b], f) >

b∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt.

Итак,

V ([a, b], f) =

b∫
a

∣∣g(t)
∣∣ dt.

Так как

f(0) = 0, f(x) +
∫ x

a
g(t) dt =

∫ x

a
g+(x) dt−

∫ x

a
g−(x) dt,

V ([a, x], f) =

∫ x

a

∣∣g(t)
∣∣ dt =

∫ x

a
g+(x) dt+

∫ x

a
g−(x) dt
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и при x ∈ [a, b]

2p(x) = V ([a, x], f) + f(x), 2q(x) = V ([a, x], f)− f(x),

то, очевидно,

p(x) =

∫ x

a
g+(x) dt и q(x) =

∫ x

a
g−(x) dt.

Утверждение доказано. I

5. Пусть g ∈ L1
([a,b]) и f(x) =

∫ x
a
g(t) dt. Доказать, что для f(t) справед-

ливы все утверждения упражнения 4.

Указание. Доказывается по той же схеме, что и доказательство упражне-
ния 4. I

6. Доказать, что вариация вещественной и комплексной меры конечна
и σ-аддитивна.

7. Пусть f — вещественная функция ограниченной вариации на [a, b],
p и q — неопределенные положительная и отрицательная вариации
функции f , p1 и q1 — возрастающие функции на [a, b] и f = p1 − q1.
Доказать,

V ([a, b], p) 6 V ([a, b], p1) и V ([a, b], q) 6 V ([a, b], q1) .
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8. Пусть функция f(x) =
√
x при x ∈ [0, 1], а на отрезке [0, 1] функция

g(y) имеет вид

g(y) +


0 при x = 0;
0 при x = 1

2n
, n = 1, 2, . . . ;

1/n2 при x = 1
2n−1

, n = 1, 2, . . . ;
линейна на оставшихся интервалах.

Показать, что обе эти функции абсолютно непрерывны, в то вре-
мя как композиция f

(
g(y)

)
=
√
g(y) даже не является функцией

ограниченной вариации.

9. Пусть

f(x) =

{
1 при x = α ∈ [0, 1];
0 при x ∈ [0, 1] \ {α}.

Представить f(x) в виде разности двух неубывающих на [0, 1] функ-
ций.
Указание. Положим, например, f1(x) = χ[α,1](x) и χ(α,1](x). I

10. Пусть f(x) — конечная функция на [a, b], а ϕ(x) — строго возраста-
ющая непрерывная функция на [a, b], причем ϕ(a) = a и ϕ(b) = b.
Доказать, что f ∈ BV ([a, b]) тогда и только тогда, когда g(x) =
f
(
ϕ(x)

)
∈ BV ([a, b]).

11. Построить такие функции f.g ∈ BV ([0, 1]), что

V ([0, 1], f + g) < V ([0, 1], f) + V ([0, 1], g) .
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Указание. Например, f(x) = x и g(x) = −x на [0, 1]. I

12. Пусть f и g ∈ BV ([a, b]). Доказать, что f · g ∈ BV ([a, b]) и

V ([a, b], fg) 6

6 sup
x∈[a,b]

∣∣g(x)
∣∣ · V ([a, b], f) + sup

x∈[a,b]

∣∣f(x)
∣∣ · V ([a, b], g) .

13. Пусть f ∈ BV ([a, b]) и
∣∣f(x)

∣∣ > C > 0 при x ∈ [a, b]. Доказать, что

1

f(x)
∈ BV ([a, b]) .

14. Пусть f, g ∈ BV ([a, b]). Доказать, что

h(x) = max{g(x), f(x)} ∈ BV ([a, b]) .

Указание. Использовать неравенство

∀α, β ∈ [a, b] :
∣∣∣max

(
f(β), g(β)

)
−max

(
f(α), g(α)

)∣∣∣ 6
6 max

(
|f(β)− f(α)|, |g(β)− g(α)|

)
.

I

15. Доказать, что если f ∈ BV ([a, b]), то |f | ∈ BV ([a, b]) и

V ([a, b], |f |) 6 V ([a, b], f) .
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16. Построить f /∈ BV ([0, 1]), для которой |f | ∈ BV ([0, 1]).

17. Пусть 0 < α < 1. Можно ли утверждать, что если f ∈ Lip(α)([0, 1]),
то f ∈ BV ([0, 1]).
Указание. Нет (см., например, задачу 14.28 из []). I

18. Пусть

f(x) =

{
xα sinxβ при x ∈ (0, 1];
0 при x = 0.

где α ∈ R и β < 0. Найти, при каких α и β имеет место f ∈ BV ([0, 1]).
Указание. f ∈ BV ([0, 1]) ⇔ α+ β > 0. I

19. Пусть

f(x) =

{
xα sinxβ при x ∈ (0, 1];
0 при x = 0.

где α ∈ R и β < 0. Доказать, что
f ∈ BV ([0, 1]) ⇔ α + β > 0.

+

20. Пусть f ∈ BV ([0, 2π]) и f(2π) = f(0). Доказать, что каждый из
интервалов

2π∫
0

f(x) cosnx dx,

2π∫
0

f(x) sinnx dx

не превосходит V ([0, 2π], f) /n по абсолютной величине.
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