
Тема 4. Различные определения интеграла по Лебегу 

План: 

1. Интеграл от ограниченной измеримой функции. 

2. Свойства интеграла Лебега. 

3. Суммируемые функции. 

 

1.  Интеграл Лебега от ограниченной измеримой функции. 

 Пусть )(xf  ограничена и измерима на ограниченном множестве E . В си-

лу ограниченности существуют конечные числа )(inf xfA
Ex

  и  )(sup xfB
Ex

 . 

Возьмем произвольное разбиение отрезка ],[ BA  (по оси Oy ) 

ByyyAT n  ...: 10 . Тогда множества )( 1 kkk yfyEe   , 

1,...,1  nk , )( 1 nnn yfyEe    также будут измеримы, т.е. существуют ле-

беговы меры ke  ( nk ,...,2,1 ), и для разбиения T  можно определить соответст-

венно нижнюю и верхнюю суммы  Лебега  
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 Аналогично свойствам сумм Дарбу доказываются следующие свойства 

сумм Лебега: 

 1) при добавлении новых точек разбиения нижние суммы не уменьшают-

ся, а верхние не увеличиваются; 

 2) любая нижняя сумма 1s  не превосходит любой верхней суммы 2S , т.е.  

21 Ss  .  



 Следовательно, для всевозможных разбиений T  множество нижних сумм 

Лебега ограничено сверху, а множество верхних сумм ограничено снизу. Поэтому 

существуют  конечные точные границы sJ
T

sup*   и SJ
T

inf*  .  

 Общее значение 
*

* JJ   этих точных границ называется интегралом Ле-

бега от функции )(xf  по множеству E  и обозначается так: 
E

dxxf )(  или 


E

dxxfL )()( .  

 Известно, что  интегралы Дарбу *I  и 
*I  не для всякой ограниченной на 

данном отрезке функции  совпадают между собой. Как будет доказано ниже, зна-

чения *J  и 
*

J  совпадают между собой для любой ограниченной измеримой на 

множестве E функции )(xf ; другими словами, интеграл Лебега существует и 

конечен в случае любой ограниченной измеримой функции. 

 Действительно, по аналогии с интегралами Дарбу легко получается нера-

венство SJJs 
*

*  для любого разбиения ByyyAT n  ...: 10 . От-

сюда получим 
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 Определим теперь шаг разбиения )(max 1
,...,1




 ii
ni

T yy . Тогда получим 
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 Заметим, что множества neee ,...,, 21  попарно не пересекаются между со-

бой и i

n

i
eE

1
 . В силу аддитивности меры Лебега  получим равенство 
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 Следовательно, выполняется неравенство EJJ T
*

*0 . 

 Так как шаг разбиения T  можно выбрать сколь угодно  малым, отсюда 

получим 0*
*

 JJ  или  *
* JJ  , т.е. интеграл Лебега 

E

dxxfL )()(  существует и 

конечен. 



 Заметим, что в случае ],[ baE   для интегралов Лебега принято также 

обозначение 
b

a

dxxf )( .  Чтобы различать интегралы Римана и Лебега, приняты 

обозначения: 
b

a

dxxfR )()(  (для интеграла Римана), 
b

a

dxxfL )()(  (для интеграла 

Лебега). 

2. Свойства интеграла Лебега. 

 В этом параграфе речь идет лишь об интегралах по ограниченным множе-

ствам. 

 Следующее утверждение называется теоремой о среднем для интеграла 

Лебега. 

01 . Если функция )(xf  измерима на данном множестве E  и 21 )( CxfC   для 

данных R, 21 CC  и Ex , то выполняется неравенство  

 

E

ECdxxfEC  21 )( .                              (1) 

 Отметим некоторые важные следствия из  неравенства (1). 

 1) Если функция  Cxf )(  ( Ex ) постоянна, то  

E

ECdxxf )( . 

 Для доказательства достаточно в неравенстве (1) взять CCC  21 ; изме-

римость функции Cxf )(  очевидна.  

 2) Если 0E , то для любой функции )(xf , определенной на E , инте-

грал равен нулю:  

E

dxxf 0)( . 

 3) Если 0)( xf  и )(xf  ограничена и измерима на E , то  

E

dxxf 0)( ; 

если же 0)( xf , то  

E

dxxf 0)( . 

 Следующее свойство называется полной аддитивностью интеграла. 

02 . Если (ограниченное) множество E  представляет собой объединение n
n

E  ко-

нечного или счетного множества непересекающихся между собой измеримых 

множеств nE , то для любой ограниченной измеримой  на E  функции )(xf  вы-

полняется равенство:   

E n En

dxxfdxxf )()( . 
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 Если две ограниченные измеримые функции эквивалентны между собой 

)(~)( xgxf  на множестве E , то   

E E

dxxgdxxf .)()(  

 Действительно, по определению эквивалентности  функций 

0))()((  xgxfE . Тогда для множеств ))()((1 xgxfEE   и 12 \ EEE   по-

лучим равенства  

2 2

)()(

E E

dxxgdxxf ,  

1 1

)(0)(

E E

dxxgdxxf . Остается по-

членно сложить эти равенства. 
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 Интеграл Лебега обладает линейностью: если две функции )(xf  и )(xg  огра-

ничены и измеримы на данном множестве E , то для любых действительных чи-

сел   и   выполняется равенство 

  

E EE

dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  . 
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 Если для ограниченной измеримой на E  функции )(xf  выполняется неравен-

ство 0)( xf  ( Ex ), то  

E

dxxf 0)(  .   

 Отсюда уже легко следует монотонность интеграла Лебега: если две ог-

раниченные измеримые на E  функции удовлетворяют неравенству )()( xgxf   (

Ex ), то  

E E

dxxgdxxf .)()(  

.6
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 Если  функция )(xf  ограничена и измерима на множестве E , то 

 

EE

dxxfdxxf )()( . 

.7
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 Если  для измеримых на множестве E  функций  )(xfn  ( ,...2,1n ) существует 

число 0M  такое, что  Mxfn )(  (для любого Ex ; ,...2,1n ), и существует 

)()(lim xfxfn
n




 для почти всех Ex ,  то выполняется равенство 

  




E E E
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dxxfdxxfdxxf )(lim)()(lim . 

 Как следует из приведенных выше свойств, интеграл Лебега обладает все-

ми важными свойствами обычного интеграла (аддитивностью, линейностью, мо-

нотонностью и т.д.). Однако интеграл Лебега обладает свойством 
0

7 , которое по-

зволяет достаточно свободно перейти к пределу под знаком интеграла. Именно 

это свойство интеграла Лебега делает его удобным инструментом в различных 

исследованиях. 



  

3. Суммируемые функции. 

 Пусть функция )(xf  неотрицательна и измерима на данном ограниченном 

множестве E  и пусть N  - любое натуральное число. Тогда  функция  










,)(  если,

,)(  если),(
)]([

NxfN

Nxfxf
xf N   называется  N -срезкой функции )(xf . 

 

Ясно, что функция Nxf )]([  будет измеримой и ограниченной на множестве E . 

Очевидно, Nxf N  )]([0  Ex ; измеримость множеств вида ))](([ cxfE N   

легко устанавливается. Поэтому при любом натуральном N  существует 

dxxf

E

N )]([ .  

 Интегралом  Лебега 
E

dxxf )(  от неотрицательной измеримой на ограни-

ченном  множестве E   функции )(xf  называется следующий предел:   




E

N
N

dxxf )]([lim . 

 Если этот предел конечен, то функция )(xf  называется суммируемой или 

интегрируемой  по Лебегу на множестве E .  

 Ясно, что если неотрицательная функция )(xf  ограничена и измерима на 

(ограниченном) множестве E , то она будет суммируемой на этом множестве. 

 Действительно, так как   )(xf  ограничена, то ее значения будут не больше 

некоторого натурального числа N . Поэтому при всех достаточно больших значе-

ниях N  на множестве E  выполняется тождество )()]([ xfxf N  , а поэтому по-

лучается предел стационарной числовой последовательности: 




E

N
N

dxxf )]([lim = 


E
N

dxxf )(lim 

E

dxxf )( . 

 Замечание. Если функция )(xf  неотрицательна и  измерима на неограни-

ченном множестве RE , то интеграл Лебега от нее определяется в виде предела 



 





E nnE
n

dxxfdxxf

],[

)(lim)(  (он существует, конечный или бесконечный, как 

предел монотонной последовательности).  

Суммируемые  функции (любого знака) 

 Пусть функция )(xf  измерима на данном множестве RE . Тогда 

 (+)-срезкой и (-)-срезкой этой функции называются соответственно следующие 

определенные на множестве E  две функции: 
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 Легко проверить, что выполняются следующие равенства:  

)()()( xfxfxf 
 , )()(|)(| xfxfxf 

 , 


 ))(()( xfxf . 

 Отсюда, так как из измеримости  )(xf  на множестве E  вытекает измери-

мость  |)(| xf  на этом множестве, получим, что на множестве E  измеримыми бу-

дут обе функции: )(xf   и )(xf  . Раз обе срезки являются неотрицательными 

измеримыми функциями на множестве E , то имеют смысл следующие два инте-

грала Лебега: 


E

dxxf )(  и 


E

dxxf )( .  

 Интегралом Лебега от измеримой на данном множестве E  функции )(xf  

называется следующая разность интегралов:  

  
 

E E E

dxxfdxxfdxxfL )()()()( , 

 если хотя бы один из интегралов в правой части конечен.  

 Если же оба интеграла в правой части конечны, то функция )(xf называ-

ется суммируемой или интегрируемой по Лебегу на множестве E .  

 Замечание. Это же определение интеграла Лебега остается в силе в случае 

функций любого знака (ограниченных или неограниченных), измеримых на дан-

ном неограниченном множестве RE . 

 Ясно, что любая ограниченная измеримая на данном ограниченном мно-

жестве E  функция )(xf  будет суммируемой на этом множестве.  



 Как видно из приводимых ниже утверждений, суммируемые функции об-

ладают свойствами, аналогичными свойствам ограниченных измеримых функций.   

 1. Суммируемые функции обладают линейностью: если функции )(xf  и 

)(xg  суммируемы на данном множестве E , то при любых действительных   и 

  функция )()( xgxf    также суммируема на E  и выполняется равенство 

  

E EE

dxxgdxxfdxxgxf .)()())()((   

 2. Если функция )(xf  суммируема на данном множестве E , а функция 

)(xg  измерима и ограничена на E , то функция )()( xgxf  суммируема на E . 

 3. Суммируемые функции обладают полной аддитивностью в следующей 

форме: если )(xf  суммируема на множестве E  и это множество представимо в 

виде конечного или счетного объединения измеримых непересекающихся мно-

жеств nE , т.е. ,n
n

EE   O ji EE  при ji  , то выполняется равенство  

  

E n En

dxxfdxxf ;)()(  

однако в случае счетного объединения из суммируемости )(xf  на всех nE  не вы-

текает суммируемость )(xf  на E , хотя в случае конечного объединения вытека-

ет. 

 4. Для измеримых функций сама функция )(xf  суммируема на данном 

множестве E  тогда и только тогда, когда на нем суммируема функция |)(| xf . 

 Напомним, что такая «жесткая» связь между интегрируемостью самой 

функции и ее модуля в интегралах Римана отсутствует. Хотя из интегрируемости 

по Риману в собственном смысле самой функции вытекает интегрируемость ее 

модуля на рассматриваемом отрезке, обратное утверждение не верно. Так, функ-

ция )(xf , равная 1 при Qx  и равная 1  при Qx , на отрезке ]1,0[  не интег-

рируема по Риману, а функция )(xf  интегрируема на ]1,0[ . 

 В общем случае интегралов Римана нет следования и в другом направле-

нии: функция )(xg , равная 
xx

1
sin

1
 при ]1,0(x  и равная 0  при 0x , на отрезке 

]1,0[  интегрируема по Риману (в несобственном смысле), а ее модуль )(xg  - нет.  

 Заметим, что построенная функция  )(xg  на отрезке ]1,0[  измерима, но не 

суммируема, т.е. не интегрируема по Лебегу, и при этом интегрируема по Риману 

в несобственном смысле.  



 Если интегрируемость в несобственном смысле не требуется, то еще легче  

строятся примеры, которые показывают, что не всякая измеримая функция явля-

ется суммируемой.  

Действительно, пусть 
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x
xf x   Тогда )(xf  измерима на отрезке 

]1,0[E  и при натуральных N получим: 
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N

dxxfdxxfdxxf NNN  
1

0 1

1

1

N

N

dx
x

Ndx  

1

1

ln
1

N
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N

 N
N

ln1
1

ln1ln1  при N . 

 Значит,   


1

0

1

0

)]([lim)()( dxxfdxxfL N
N

. Поэтому данная  функция 

)(xf  не является суммируемой на отрезке ]1,0[ .  

 Приведем теперь пример неограниченной суммируемой функции. Пусть 
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1

x

x
xg x    Тогда эта функция является неотрицательной измеримой на 

отрезке ]1,0[ .  При этом   
1

0 0
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dxxgdxxgdxxg NNN
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Значит,   
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 Следовательно, эта неограниченная функция является суммируемой на от-

резке ]1,0[ . 

 Обратимся теперь к общему случаю восстановления функции по извест-

ной ее производной интегрированием по Лебегу (т.е. к случаю суммируемых про-

изводных, а для ограниченных производных этот вопрос рассмотрен в § 10).  В 

общем случае имеет место   

 Теорема. Если: 1) при всех ],[ bax  существует конечная производная 

)(xf  ;  2) производная )(xf   суммируема на ],[ ba , то для каждого ],[ bax  вы-



полняется равенство   
x

a

dttfLafxf )()()()( , в частности, равенство   

 
b

a

afbfdxxf ).()()(  

 Возникает вопрос: не лишнее ли условие 2) теоремы, т.е. само  существо-

вание конечной производной )(xf   не обеспечивает ли ее суммируемость?  

 Оказывается, нет. Так, легко показать, что функция 
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имеет конечные производные во всех точках отрезка ]1,0[ , но при этом производ-

ная )(xf   не будет суммируемой функцией на отрезке ]1,0[ .  

 Значит, интеграл Лебега не полностью решает задачу восстановления са-

мой функции по ее производной, даже если эта производная существует и конеч-

на во всех точках отрезка ],[ ba  (дополнительно требуется выполнение условия 2) 

из теоремы). В настоящее время построен так называемый интеграл Перрона, ко-

торый полностью решает эту задачу. 

 Другой вопрос: раз в теореме производная )(xf   находится под знаком 

интеграла Лебега и в интегралах Лебега можно пренебречь множеством меры 

нуль, нельзя ли вместо условия 1) теоремы потребовать существование конечной 

производной )(xf   лишь почти всюду (а не всюду) на отрезке ],[ ba ? 

 Ответ отрицательный. Г. Кантор построил функцию )(xf  («канторову ле-

стницу»), производная которой равна нулю почти всюду на отрезке ]1,0[       (а 

значит, суммируема), но не выполняется равенство 

 
1

0

)0()1()( ffdxxf . 

 Эти особенности интеграла Лебега не оказывают серьезного влияния на 

его важную роль в современном анализе.  

 Дело, в частности, в том, что существует достаточно широкий класс функ-

ций, который полностью можно охарактеризовать с помощью связи дифференци-

рования и интегрирования по Лебегу. Таковым является класс абсолютно непре-

рывных на данном отрезке функций. 

 Функция )(xf  называется абсолютно непрерывной на данном отрезке 

],[ ba , если при любом 0  найдется 0  такое, что для любой системы нена-



легающих интервалов ),(),...,,(),,( 2211 nn   из ],[ ba  с суммарной длиной 





n

k
kk

1

)(   выполняется неравенство 



n

k
kk ff

1

)()(  . 

 Оказывается, для того чтобы функция )(xf  была абсолютно непрерывной 

на данном отрезке ],[ ba , необходимо и достаточно, чтобы при всех ],[ bax  

выполнялось равенство  
x

a

dttfLafxf )()()()( . 

 Абсолютная непрерывность функций используется при замене переменной 

и интегрировании по частям в интегралах Лебега. 

 Так, если функция )(xf  суммируема на отрезке ],[ ba , функция 

],[],[:)( batx
на
    абсолютно непрерывна и строго возрастает, то  

  
b

a

dtttfdxxf





 )())(()( . 

 Если функции )(xuu   и )(xvv   абсолютно непрерывны на отрезке 

],[ ba , то  

 
b

a

b

a

b

a

dxuvuvdxvu . 

 Приведем еще одно важное свойство интеграла Лебега, благодаря которо-

му этот интеграл находит широкие  применения в различных областях математи-

ки. 

 Пусть 
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 - ряд Фурье 2 -периодической функ-

ции )(xf . Требуется охарактеризовать класс  2 -периодических функций )(xf , 

для которых выполняется равенство Парсеваля 
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(аналог теоремы Пифагора для функций). 

  Оказывается, равенство Парсеваля выполняется  тогда и только тогда, ко-

гда функция )(xf  измерима на отрезке ],[   и функция )(
2 xf  интегрируема 

по Лебегу на этом отрезке. 



 Наконец, приведем замечательное свойство интеграла Лебега - теорему о 

предельном переходе под знаком интеграла  для суммируемых функций     (ср. со 

свойством 
0

7  из § 9).  

 Теорема. Если для измеримых на множестве E  функций  )(xfn  (

,...2,1n ) существует суммируемая на E   функция )(xF  такая, что  

)()( xFxfn   (для любого Ex ; ,...2,1n ), и существует )()(lim xfxfn
n




 для 

почти всех Ex ,  то выполняется равенство 

  




E E E

n
n

n
n

dxxfdxxfdxxf )(lim)()(lim . 

 


