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Аннотация рабочей программы дисциплины 

Дисциплина «Обобщенные функции» входит в базовую часть образовательной 

программы бакалавриата по направлению 01.03.01 - Математика. 

Дисциплина реализуется на факультете математики и компьютерных наук кафед-

рой дифференциальных уравнений и функционального анализа. 

Содержание дисциплины охватывает круг вопросов, относящихся к теории обоб-

щенных функций и ее приложениям, как в самой математике, так и в других обла-

стях естествознания. 

Дисциплина нацелена на формирование следующих компетенций выпускника: 

общепрофессиональных – ОПК-1, 

профессиональных – ПК-3. 

Преподавание дисциплины предусматривает проведение следующих видов учеб-

ных занятий: лекции, практические занятия и самостоятельная работа. 

Рабочая программа дисциплины предусматривает проведение следующих видов 

контроля успеваемости: в форме контрольных работ и коллоквиумов, промежу-

точный контроль в форме зачета. 

Объем дисциплины 3 зачетные единицы, в том числе в академических часах по 

видам учебных занятий: 

 

Се-

местр 

Учебные занятия Форма 

промежу-

точной ат-

тестации 

(зачет, 

дифферен-

цирован-

ный зачет, 

экзамен) 

Все

го 

в том числе 

Контактная работа обучающихся с препо-

давателем 

СРС 
из них 

Лек

ции 

Лабора-

торные 

занятия 

Практи-

ческие 

занятия 

КСР кон-

сульта-

ции 

8 108 32  18   58 Зачет 
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1. Цели освоения дисциплины 

Освоение дисциплины «Обобщенные функции» преследует следующие цели: 

расширение представления студентов о понятии функции путем введения обоб-

щенных функций, изучение основных операций над обобщенными функциями, 

ознакомление с применениями обобщенных функций в дифференциальных урав-

нениях, уравнениях математической физики, физике, демонстрация эффективно-

сти применения обобщенных функций в прикладных задачах. 

2. Место дисциплины в структуре ООП бакалавриата 

Дисциплина «Обобщенные функции» входит в вариативную часть образователь-

ной программы бакалавриата по направлению 01.03.01 – Математика. 

Дисциплина «Обобщенные функции» преподается на 4 курсе бакалавриата фа-

культета математики и компьютерных наук после изучения основных курсов ма-

тематических дисциплин: математического анализа, алгебры и геометрии, диффе-

ренциальных уравнений и УЧП. Знание материала названных дисциплин необхо-

димо для успешного освоения дисциплины «Обобщенные функции». Данная дис-

циплина позволяет придать математическую строгость различным физическим 

понятиям и явлениям. 

Знания, умения и навыки, полученные в результате освоения данной дисциплины, 

будут способствовать дальнейшему формированию компетенций при изучении 

дисциплины «Дополнительные главы уравнений в частных производных»; они 

окажут неоценимую помощь при написании выпускных квалификационных работ 

по соответствующей тематике. 

3. Компетенции обучающегося, формируемые в результате освоения дисци-

плины (перечень планируемых результатов обучения. 

Ком-

петен-

ции 

Формулировка компе-

тенции из ФГОС ВО 

Планируемые результаты обучения (пока-

затели достижения заданного уровня осво-

ения компетенций) 

ОПК-1 Готовность использо-

вать фундаментальные 

знания в области мате-

матического анализа, 

комплексного и функ-

ционального анализа, 

алгебры, аналитической 

геометрии, дифферен-

циальной геометрии и 

топологии, дифферен-

циальных уравнений, 

дискретной математики 

и математической логи-

Знает: как выполнять операции над обоб-

щенными функциями, как решать диффе-

ренциальные уравнения в пространстве 

обобщенных функций и совершать инте-

гральные преобразования обобщенных 

функций. 

Умеет: формулировать задачи классическо-

го анализа на языке обобщенных функций, 

обосновывать результат. 

Владеет: методами постановки и решения 

задач математики и естествознания в про-

странстве обобщенных функций. 
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ки, теории вероятно-

стей, математической 

статистики и случайных 

процессов, численных 

методов, теоретической 

механики в будущей 

профессиональной дея-

тельности 

ПК-3 Способность строго до-

казать утверждение, 

сформулировать резуль-

тат, увидеть следствия 

полученного результата 

Знает: основные понятия и методы теории 

обобщенных функций; 

Умеет: применять различные методы тео-

рии обобщенных функций для решения за-

дач математической физики, представлять 

отдельные механические и физические ве-

личины и законы обобщенными функциями 

Владеет: грамотной математической ре-

чью; основными математическими поняти-

ями и методами. 

4. Объем, структура и содержание дисциплины. 

4.1. Объем дисциплины составляет 3 зачетные единицы, 108 академических часов. 

4.2. Структура дисциплины. 

 

 

№

п/

п 

 

 

 

 

Разделы и темы дис-

циплины 

С
ем

ес
тр

 

Н
ед

ел
я
 с

ем
ес

тр
а 

Виды учебной работы, 

включая самостоятель-

ную работу студентов и 

трудоемкость (в часах) 

Формы те-

кущего 

контроля 

успеваемо-

сти (по 

неделям се-

местра) 

Форма про-

межуточной 

аттестации 

Л
ек

ц
и

и
 

П
р
ак

ти
ч

. 
за

н
я
ти

я 

Л
аб

о
р
ат

. 
за

н
я
ти

я
 

К
о

н
тр

. 
са

м
. 
р

аб
. 

С
ам

о
ст

. 
р

аб
о

та
 

 Модуль 1. Обобщенные функции и действия над ними 

1 Пространства ос-

новных и обобщен-

ных функций 

8 1-2 4 2   6 Устный 

опрос 

2 Дифференцирова-

ние обобщенных 

функций 

8 3 2 2   6 Тестирова-

ние 

3 Прямое произведе-

ние и свертка обоб-

щенных функций 

8 4-5 4 2   6 Контроль-

ная работа 
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 Итого по модулю 1   10 6   18 Коллоквиум 

 Модуль 2. Преобразование Фурье обобщенных функций 

1 Обобщенные функ-

ции медленного ро-

ста 

8 6-7 4 2   6 Устный 

опрос 

2 Преобразование 

Фурье основных 

функций из про-

странства Шварца 

8 8 2 2   4 Устный 

опрос 

3 Преобразование 

Фурье обобщенных 

функций медленно-

го роста 

8 9-

10 

6 4   10 Тестирова-

ние 

 Итого по модулю 2   12 8   20 Контроль-

ная работа 

 Модуль 3. Применение обобщенных функций 

1 Применение обоб-

щенных функций в 

дифференциальных 

уравнениях 

8 11-

13 

6 2   10 Устный 

опрос 

2 Применение обоб-

щенных функций в 

физике 

8 14-

15 

4 2   10 Тестирова-

ние 

 Итого по модулю 3   10 4   20 Коллоквиум 

 ИТОГО   32 18   58  

 

4.3. Содержание дисциплины, структурированное по темам (разделам). 

 

4.3.1. Содержание лекционных занятий по дисциплине 

Модуль 1. Обобщенные функции и действия над ними 

Тема 1. Пространство основных функций K. 

Пространство K основных функций. Линейные операции и сходимость в K. Раз-

биение единицы. Умножение основной и бесконечно дифференцируемой функ-

ций. 

Тема 2. Пространство обобщенных функций K'. 

Определение обобщенной функции бесконечного порядка. Линейная замена ар-

гумента. Носитель обобщенной функции. Сходимость. Формулы Сохоцкого. Ряды 

в пространстве обобщенных функций. Теорема о полноте. 

Тема 3. Производная обобщенной функции 
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Производная обобщенной функции. Корректность определения. Связь между 

обычной и обобщенной производными. Почленная дифференцируемость рядов 

обобщенных функций.  

Тема 4. Первообразная обобщенных функций 

Первообразная. Существование первообразных высокого порядка. Теорема о су-

ществовании первообразной обобщенной функции нескольких переменных. 

Тема 5. Прямое произведение обобщенных функций 

Прямое произведение обычных и обобщенных функций. Корректность определе-

ния. Свойства прямого произведения. 

Тема 6. Свертка обобщенных функций 

Свертка обычных и обобщенных функций. Корректность определения и свойства. 

Случаи существования свертки обычных и обобщенных функций. 

Модуль 2. Преобразование Фурье обобщенных функций 

Тема 7. Пространство Шварца основных функций  

Пространство S. Плотность в пространстве K. Пространство Шварца функций 

многих переменных. 

Тема 8. Пространство обобщенных функций медленного роста 

Обобщенные функции медленного роста. Структура обобщенных функций мед-

ленного роста с точечным носителем. Прямое произведение и свертка. 

Тема 9. Преобразование Фурье основных функций 

Преобразование Фурье функций пространства Шварца и его свойства. Формула 

обращения. 

Тема 10. Преобразование Фурье обобщенных функций медленного роста 

Преобразование Фурье обобщенных функций медленного роста и его свойства. 

Формула обращения и двойное преобразование Фурье. 

Модуль 3. Применение обобщенных функций 

Тема 11. Обыкновенные дифференциальные уравнения в пространстве обобщен-

ных функций 

Линейные дифференциальные уравнения и системы с бесконечно дифференциру-

емыми коэффициентами в пространстве обобщенных функций. Понятие обоб-

щенного решения на данном множестве. Метод произвольных постоянных. 

Тема 12. Фундаментальные решения дифференциальных операторов 

Фундаментальное решение дифференциального оператора с постоянными коэф-

фициентами. Метод нахождения. Выражение решения неоднородного уравнения 

через фундаментальное решение. Применение дельта-функции в механике. 

Тема 13. Применение обобщенных функций в физике 
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Задачи типа Коши в механике. Применение обобщённых функций в акустике. Ли-

нейные колебания в физике.  

 

 

 

 

4.3.2. Содержание практических занятий по дисциплине 

Модуль 1. Обобщенные функции и действия над ними 

Тема 1. Пространство основных функций K. 

Пространство K основных функций. Линейные операции и сходимость в K. Раз-

биение единицы. Умножение основной и бесконечно дифференцируемой функ-

ций. 

Тема 2. Пространство обобщенных функций K'. 

Определение обобщенной функции бесконечного порядка. Линейная замена ар-

гумента. Носитель обобщенной функции. Сходимость. Формулы Сохоцкого. Ряды 

в пространстве обобщенных функций. Теорема о полноте. 

Тема 3. Производная обобщенной функции 

Производная обобщенной функции. Корректность определения. Связь между 

обычной и обобщенной производными. Почленная дифференцируемость рядов 

обобщенных функций.  

Тема 4. Первообразная обобщенных функций 

Первообразная. Существование первообразных высокого порядка. Теорема о су-

ществовании первообразной обобщенной функции нескольких переменных. 

Тема 5. Прямое произведение обобщенных функций 

Прямое произведение обычных и обобщенных функций. Корректность определе-

ния. Свойства прямого произведения. 

Тема 6. Свертка обобщенных функций 

Свертка обычных и обобщенных функций. Корректность определения и свойства. 

Случаи существования свертки обычных и обобщенных функций. 

Модуль 2. Преобразование Фурье обобщенных функций 

Тема 7. Пространство Шварца основных функций  

Пространство S. Плотность в пространстве K. Пространство Шварца функций 

многих переменных. 

Тема 8. Пространство обобщенных функций медленного роста 

Обобщенные функции медленного роста. Структура обобщенных функций мед-

ленного роста с точечным носителем. Прямое произведение и свертка. 

Тема 9. Преобразование Фурье основных функций 



10 

 

Преобразование Фурье функций пространства Шварца и его свойства. Формула 

обращения. 

Тема 10. Преобразование Фурье обобщенных функций медленного роста 

Преобразование Фурье обобщенных функций медленного роста и его свойства. 

Формула обращения и двойное преобразование Фурье. 

Модуль 3. Применение обобщенных функций 

Тема 11. Обыкновенные дифференциальные уравнения в пространстве обобщен-

ных функций 

Линейные дифференциальные уравнения и системы с бесконечно дифференциру-

емыми коэффициентами в пространстве обобщенных функций. Понятие обоб-

щенного решения на данном множестве. Метод произвольных постоянных. 

Тема 12. Фундаментальные решения дифференциальных операторов 

Фундаментальное решение дифференциального оператора с постоянными коэф-

фициентами. Метод нахождения. Выражение решения неоднородного уравнения 

через фундаментальное решение. Применение дельта-функции в механике. 

Тема 13. Применение обобщенных функций в физике 

Задачи типа Коши в механике. Применение обобщённых функций в акустике. Ли-

нейные колебания в физике.  

 

5. Образовательные технологии 

Лекции проводятся с использованием меловой доски и мела. При проведении от-

дельных занятий материал может параллельно транслироваться на экран с помо-

щью мультимедийного проектора. Для проведения лекционных занятий необхо-

дима аудитория, оснащенная мульмедиа-проектором, экраном, доской, ноутбуком 

(с программным обеспечением для демонстрации презентаций).  

В процессе преподавания дисциплины применяются такие виды лекций, как 

вводная обзорная лекция, проблемная лекция, лекция визуализация с использова-

нием компьютерной презентационной техники. Для этого на факультете матема-

тики и компьютерных наук имеются специальные, оснащенные такой техникой, 

лекционные аудитории. 

По теме «Преобразование Фурье обобщенных функций медленного роста» целе-

сообразно провести мастер-класс с приглашением специалистов по математиче-

скому анализу. 

При изложении темы «Обыкновенные дифференциальные уравнения в простран-

стве обобщенных функций» предполагается встреча со специалистами по диффе-

ренциальным уравнениям из ДГПУ и ДНЦ РАН. 
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6. Учебно-методическое обеспечение самостоятельной работы студентов.  

Для успешного освоения отдельных разделов рекомендуется выполнить в пись-

менном виде и сдать преподавателю по одной самостоятельной работе. Ниже 

приведены примерные варианты самостоятельных работ. При выполнении зада-

ний рекомендуется использовать учебные пособия [1] – [6] из списка рекомендо-

ванной литературы (п. 8 настоящей Программы). 

6.1. Примерные варианты самостоятельных работ по теме «Пространства ос-

новных и обобщенных функций» 

 

Вариант 1 

1. Доказать, что функция 
2

)( xex  , Rx , принадлежит основному пространству S. 

2. Доказать, что если непрерывная функция f обращается в нуль в области G в 

смысле обобщенных функций, то f(x)=0 для всех Gx . 

3. Доказать, что если функция f(x) имеет производную в классическом смысле, 

то она совпадает с производной в смысле обобщенных функций. 

4. Доказать, что ряд  





k

k kxa   сходится в K при любых Rak  . 

5. Доказать предельное соотношение (в K  ) при t :  xi
ix

eixt

2
0



. 

6. Доказать равенство: 
      xnxx

nnn  !1 . 

7. Пусть ba 0 . Доказать, что  
       baxbaxbxax   * . 

 

Вариант 2 

1. Верно ли, что   )(RSxe x   для S ? 

2. Доказать равенство     xxxxxx sin
2

1
cos*sin   . 

3. Доказать предельное соотношение (в   ) при t : 0
0






ix

e ixt

. 

4. Пусть BkAa
m

k   для некоторого     и ,...2,10 k . Тогда тригономет-

рический ряд 


k

ikx

kea  сходится в  RK  . 

5. Доказать, что функционал    0,    сингулярен. 

6. Доказать равенство       xxxxxxxx cossin
2

1
sin*sin   . 

7. Доказать, что если ряд   


0m

m

m xa   сходится в   , то все коэффициенты 
ma , 

начиная с некоторого номера, равны нулю. 

 

Вариант 3 
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1. Доказать предельное соотношение (в   ) при t :  xi
ix

e ixt

2
0






. 

2. Доказать, что если Sx )( , то функции   )(xn  для любого 0n  абсолютно ин-

тегрируемы на всей прямой  . 

3. Доказать, что если последовательность    RKxт 


1
)(  сходится в пространстве 

  к функции φ, то  aa
K

n   для любой бесконечно дифференцируемой функ-

ции a. 

4. Доказать, что функция 


x

x
sin

1
 стремится к      при 0 . 

5. Верно ли, что   NnRSxxn    ),(  для S ? 

6. Доказать равенство       xxxxxxxx cossin
2

1
cos*cos   . 

7. Доказать, что если функция      имеет производную в классическом смысле, 

то она совпадает с производной в смысле обобщенных функций. 

 

Вариант 4 

1. Доказать предельное соотношение (в   ) при t : 0
0


 ix

eixt

. 

2. Доказать, что ряд  





k

k kxa   сходится в   при любых Rak  . 

3. Доказать, что если   nxxfn cos , то 
 

0
K

k

nf


 , 0k . 

4. Доказать равенство       xnxx
nnn  !1 . 

5. Пусть    RKx  ,   0x ,  




 1dxx . Доказать, что  x
x K
















1
 при 0 . 

6. Пусть      – локально интегрируемая функция,         . Доказать, что ра-

венство    



n

k

kk xxxg
1

0  (в   ) имеет место тогда и только тогда, когда 

       (в   ) и               

7. Показать, что функционал       


 

0

1 0, dxxxy    является производной 

обобщенной функции 







 

00

,0

xпри

xприx
xy


 . 

 

Вариант 5 

1. Вычислить: а)  x
dx

d
, где  x  - дробная часть  ; б)  x

dx

d
, где  x  - целая часть  ; 

в)  x
dx

d
1 . 

2. Доказать предельное соотношение (в   ) при t :  xi
ix

eixt

2
0



. 
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3. Показать, что функционал         




0

10
1

, dxxx
x

y   является производной 

обобщенной функции 







 

00

,0ln
ln

xпри

xприx
xy . 

4. Доказать, что функционалы 
 














 dx

x

x
Vp

x


,

1
 и 

   















 dx

x

x
Vp

x 22

0
,

1 
  яв-

ляются обобщенными функциями. Показать, что 1
1

 x
x

, 1
1 2

2
 x

x
, 























2

11

xx
. 

5. Доказать, что ff suppsupp  , Kf  . 

6. Доказать формулу       xxxxxxxx cossin
2

1
cos*cos   . 

7. Доказать, что 
S

b


  при b , где  
  




b

ix

n

b dex


 



2

1
, 

nnxxxx   ...2211

. 

6.3. Другие виды самостоятельной работы, распределенные по темам, со ссыл-

ками на рекомендуемую литературу 

Разделы (модули) и темы для само-

стоятельного изучения 

Виды и содержание самостоятельной 

работы 

Модуль 1. Обобщенные функции и действия над ними 

1. Дифференцирование обобщен-

ных функций. 

Доклады на темы:  

1. Применение обобщенных производных 

при суммировании расходящихся рядов 

([1], [2], [5]). 

2. Разбиение единицы и его применение 

([1], [2], [5]). 

2. Прямое произведение и свертка 

обобщенных функций. 

Доклады на темы: 

1. Регуляризация обобщенных функций  

и ее применение([3], [5]). 

2. Случаи существования свертки обоб-

щенных функций. Сверточная алгебра 

([1], [2], [5]). 

Модуль 2. Преобразование Фурье обобщенных функций 

1. Обобщенные функции медлен-

ного роста. 

Решение задач и упражнений ([4], [7], [8], 

[10]). 

2. Преобразование Фурье основ-

ных функций из пространства 

Шварца. 

Решение задач и упражнений ([4], [7], [8], 

[10]). 

3. Преобразование Фурье обоб- Доклад на тему: 
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щенных функций медленного ро-

ста 

Обратное преобразование Фурье обоб-

щенной функции. Формула обращения 

([6], [9]). 

Модуль 3. Применение обобщенных функций 

1. Фундаментальные решения 

дифференциальных операторов 

Доклад на тему: фундаментальные реше-

ния операторов математической физики и 

их применения 

2. Применение обобщенных 

функций в физике 

Доклад на тему: применение обобщенной 

многоточечной задачи Коши в механике 

 

7. Фонд оценочных средств для проведения текущего контроля успеваемо-

сти, промежуточной аттестации по итогам освоения дисциплины 

7.1. Перечень компетенций с указанием этапов их формирования в процессе осво-

ения образовательной программы. 

 

Компетен-

ция 
Знания, умения, навыки Процедура освоения 

ОПК-1 Знает: как выполнять операции над 

обобщенными функциями, как решать 

дифференциальные уравнения в про-

странстве обобщенных функций и со-

вершать интегральные преобразования 

обобщенных функций. 

Умеет: формулировать задачи класси-

ческого анализа на языке обобщенных 

функций, обосновывать результат. 

Владеет: методами постановки и ре-

шения задач математики и естество-

знания в пространстве обобщенных 

функций. 

Повторение постановок 

задач и их решения в 

классическом анализе, 

сравнение с аналогичны-

ми задачами в теории 

обобщенных функций. 

Проверка освоения в ви-

де устного опроса и те-

стирования. 

ПК-3 Знает: основные понятия и методы 

теории обобщенных функций; 

Умеет: применять различные методы 

теории обобщенных функций для ре-

шения задач математической физики, 

представлять отдельные механические 

и физические величины и законы 

обобщенными функциями 

Владеет: грамотной математической 

речью; основными математическими 

понятиями и методами. 

Изучение тем дисципли-

ны по лекциям, основной 

литературе [1] – [4], на 

практических занятиях 

решать задачи из книг 

[1], [2], [6]; выступления 

с докладами; круглый 

стол на тему «Обобщен-

ная производная и ее 

применение». 

 

 

7.2. Типовые контрольные задания 
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7.2.1. Примерные темы рефератов по дисциплине: 

1) Сверточная алгебра обобщенных функций '

K . Уравнения в сверточной ал-

гебре '

K  

2) Преобразование Радона обобщенных функций и его применение. 

3) Преобразование Хартли обобщенных функций и его применение. 

4) Теория обобщенных функций вещественной переменной (секвенциальный 

подход). 

5) Теория обобщенных функций вещественных переменных (секвенциальный 

подход). 

6) Свертка и скалярное произведение обобщенных функций (секвенциальный 

подход). 

7) Обобщенные функции и ряды Эрмита медленного роста. 

8) Преобразование Гильберта обобщенных функций и его применения. 

9) Преобразование Ханкеля обобщенных функций и его применения. 

10) Пассивные системы и обобщенные функции. 

 

7.2.2. Примерные контрольные вопросы для подготовки к зачету 

1. Задачи, приводящие к необходимости введения обобщенных функций. 

2. Пространства K
m
, K, S основных функций. Сходимость. Примеры. Доказать, 

что K плотно в S. 

3. Доказать, что если Sx )( , то функции   )(xn  для любого 0n  абсолютно ин-

тегрируемы на всей прямой R. 

4. Теорема о существовании основной функции K , равной единице на задан-

ном компактном множестве. 

5. Определение обобщенной функции. Пространства обобщенных функций. Ре-

гулярные и сингулярные обобщенные функции. 

6. Равенство обобщенных функций. Носитель о.ф. Умножение о.ф. на бесконечно 

дифференцируемую функцию. 

7. Лемма дю Буа-Реймонда. 

8. Линейная замена аргумента в обобщенной функции. Четность дельта-функции 

Дирака. 

9. Производная о.ф. Корректность определения. Линейность и непрерывность. 

Связь с производной в обычном смысле. 

10. Ряды обобщенных функций. Почленная дифференцируемость рядов о.ф. 

11. Доказать, что если ряд, составленный из обычных функций, сходится в смысле 

обобщенных функций на каждом компакте, то его можно почленно дифферен-

цировать любое число раз, и полученные ряды будут сходиться в K . 

12. Пусть BkAa
m

k   для некоторого m>0 и ,...2,10 k . Тогда тригонометри-

ческий ряд 


k

ikx

kea  сходится в  RK  . 

13. Дельтообразные последовательности.  
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14. Первообразная обобщенной функции. Теорема о существовании. 

15. Первообразные высших порядков обобщенных функций. Теорема о существо-

вании. 

16. Прямое произведение обобщенных функций. Корректность определения. 

17. Доказать, что если  mRKg  ,  mnRK  , то функция       yxygx ,,   принад-

лежит  nRK , причем справедлива формула       yxDygxD x ,,    . 

18. Свойства прямого произведения о.ф. 

19. Свертка обычных функций. Случаи существования свертки. 

20. Свертка обобщенных функций. Корректность определения и свойства.  

21. Теорема о существовании свертки обобщенной функции с основной функцией. 

22. Регуляризация обобщенных функций. Плотность пространства K в простран-

стве обобщенных функций K . 

23. Преобразование Фурье и обратное преобразование Фурье функций простран-

ства Шварца. Примеры. Формула обращения преобразования Фурье. 

24. Взаимная однозначность и непрерывность преобразования Фурье в простран-

стве Шварца. 

25. Преобразование Фурье обобщенных функций медленного роста. Примеры и 

свойства. 

26. Обратное преобразование Фурье обобщенных функций. Формула обращения. 

27. Взаимная однозначность и непрерывность преобразования Фурье в пространстве 

  . 

28. Преобразование Фурье обобщенных функций с компактным носителем. 

29. Преобразование Фурье свертки обобщенных функций. 

30. Системы линейных однородных дифференциальных уравнений с бесконечно 

дифференцируемыми коэффициентами в пространстве обобщенных функций и 

обобщенными неоднородностями. 

31. Системы линейных дифференциальных уравнений с бесконечно дифференци-

руемыми коэффициентами и обобщенными неоднородностями. 

32. Обобщенное решение неоднородного дифференциального уравнения на дан-

ном множестве. 

33. Фундаментальное решение дифференциального оператора с постоянными ко-

эффициентами. 

34. Выражение решения неоднородного уравнения через фундаментальное реше-

ние. 

35. Метод вариации постоянных нахождения частного обобщенного решения 

дифференциального уравнения. 

36. Фундаментальное решение волнового оператора. 

37. Фундаментальное решение оператора теплопроводности. 

38. Фундаментальное решение оператора Лапласа. 

39. Линейные колебания в механике. Применение обобщенных функций для ре-

шения задачи с начальными данными. 

40. Решение двухточечной задачи для уравнения колебаний материальной точки. 

41. Применение обобщенных функций в методах фильтрации и Фурье-синтеза об-

ращения преобразования Радона. 
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7.2.3. Примерные варианты контрольных работ по теме «Пространства основ-

ных и обобщенных функций» 

 

Вариант 1 

1. Доказать, что функция     
 















 ,  при  0

,, при)(
   

bax

baxex
xbax

ab

  принадлежит основному про-

странству     .  

2. Доказать, что если последовательность    RKxт 


1
)(  сходится в про-

странстве K к функции φ, то  aa
K

n   для любой бесконечно дифференциру-

емой функции a. 

3. Доказать, что функционал    0,    сингулярен. 

4. Доказать, что функционалы 
 














 dx

x

x
Vp

x


,

1
 и 

   















 dx

x

x
Vp

x 22

0
,

1 
  являются 

обобщенными функциями. Показать, что 1
1

 x
x

, 1
1 2

2
 x

x
, 






















2

11

xx
. 

5. Показать, что функционал       


 
0

1 0, dxxxy    является производной обоб-

щенной функции 









 

00

,0

xпри

xприx
xy


 . 

6. Показать, что:    xx   ,    hxhx   ,    hhx supp . 

7. Доказать, что если ряд   


0m

m
m xa   сходится в K  , то все коэффициенты ma , 

начиная с некоторого номера, равны нулю. 

 

 

Вариант 2 

1. Доказать, что функция  

 













 ,  при  0

,, при 
a-b

a-x
sin

)(
1m

bax

bax
x  принадлежит основному про-

странству        .  

2. Доказать, что если последовательность    RKxт 


1
)(  сходится в про-

странстве K к функции φ, то  aa
K

n   для любой бесконечно дифференциру-

емой функции a. 

3. Доказать, что следующие функции стремятся к δ(x) при 0 : 
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а) 


4

2

2

1
x

e


, б) 


x

x
sin

1 . 

4. Показать, что функционал         



0

10
1

, dxxx
x

y   является производной 

обобщенной функции 







 

00

,0ln
ln

xпри

xприx
xy . 

5. Вычислить t
dt

d
3

3

. 

6. Пусть g(x) – локально интегрируемая функция, αi=const. Доказать, что равенство (в K  )  

   



n

k
kk xxxg

1

0  имеет место тогда и только тогда, когда   0
K

xg


  и  αk=0, 

k=1,…,n.. 

7. Доказать равенство:     
    x

k

kn
xx knknn 

!

!
1


  

 

 

Вариант 3 

1. Доказать, что если Sx )( , то функции 
  )(xn  для любого 0n  абсолютно 

интегрируемы на всей прямой R. 

2. Доказать, что для того чтобы для функции K  существовала K  такая, 

что    необходимо и достаточно, чтобы  




 0dtt . 

3. Доказать, что следующие функции стремятся к δ(x) при 0 : 

а) 
22

1





 x
, б) 



x

x

2

2
sin

1 . 

4. Доказать, что если   nxxfn cos , то 
 

0
K

k
nf



 , 0k . 

5. Вычислить: а)  x
dx

d
, где  x  - дробная часть x; б)  x

dx

d
, где  x  - целая часть 

x; в)  x
dx

d
1 . 

6. Разложив функцию  
42

2xx
xf   в ряд Фурье на отрезке [0,2π] и дважды про-

дифференцировав полученный ряд, доказать формулу 

 









kk

ikx kxe 


2
2

1
. 

7. Пусть BkAa
m

k   для некоторого m>0 и ,...2,10 k . Доказать, что 

тогда тригонометрический ряд 


k

ikx
kea  сходится в  RK  . 
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7.2.4. Примерные варианты контрольных работ по модулю «Преобразование 

Фурье обобщенных функций» 

 

Вариант 1 

1. Найти преобразование Фурье обобщенной функции       | |      . 

2. Найти фундаментальное решение дифференциального оператора 
dt

d

dt

d


2

2

. 

3. В пространстве обобщенных функций найти общее решение дифференциаль-

ного уравнения  xyy . 

 

Вариант 2 

1. Найти преобразование Фурье обобщенной функции  [    
   

 
  ]    . 

2. Найти фундаментальное решение дифференциального оператора  
  

   
  

 

  
 

 . 

3. В пространстве обобщенных функций найти общее решение дифференциаль-

ного уравнения  xyy . 

 

Вариант 3 

1. Найти преобразование Фурье обобщенной функции  [ 
 

      
]    . 

2. Найти общее обобщенное решение дифференциального уравнения 

 xfx sign . 

3. Найти фундаментальное решение дифференциального оператора 
  

   
 

 

  
  . 

 

 

7.2.5. Примерные задания тестов 

Тест №1 

1. Какие из приведенных ниже функционалов f являются обобщенными функци-

ями (из K
´
): 

1)    






1

, dxxf  ; 2)     10, f ; 3)    1,  f ; 4)    0,  f ; 

5)      10,  f ; 6)      00,  f . 

2. Вычислить:   xx . 
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1) 1; 2) x
2
; 3) 0; 4)  x .  

3. Вычислить значения функционала  x на функциях   Kx  . 

1)  0 ; 2)  0 ; 3)  1 ; 4)  1 .  

4. Вычислить пределы в K   последовательности  
nx

n
xfn

ch

1


  обобщенных 

функций при n . 

1)  x ; 2) 0; 3) 1; 4) 2 . 

5. Пусть   nxxfn cos . Чему равен предел  xfn
n




lim  в пространстве обобщен-

ных функций. 

1) 0; 2) не существует; 3) 1; 4) xsin . 

6. Вычислить   xx 4 . 

1)   x34 ; 2)   x33 ; 3) 0; 4)   x54  

7. Вычислить   3
* xx . 

1) 
4

4

1
x ; 2) 

44 x ; 3) свертка не определена; 4) 0. 

8. Найти преобразование Фурье     2xF . 

1) 
ie 2

; 2) 
ie2

; 3) 
2e ; 4) 

2e . 

9. Найдите фундаментальное решение дифференциального оператора 1
dt

d
. 

1)   tet ; 2)   tet  ; 3)  t ; 4) 
ite . 

10. Выберите фундаментальное решение волнового оператора 
2

2

2

2

xt 







. 

1)  xt 
2

1
; 2)  xt 

2

1
; 3)  xt 2 ; 4) 

x4

1
 . 

 

7.3. Методические материалы, определяющие процедуру оценивания знаний, 

умений, навыков и (или) опыта деятельности, характеризующих этапы фор-

мирования компетенций. 
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Общий результат выводится как интегральная оценка, складывающая из текущего 

контроля – 50% и промежуточного контроля – 50%. 

Текущий контроль по дисциплине включает: 

- посещение занятий – 10 баллов, 

- участие на практических занятиях – 10 баллов, 

- коллоквиум – 40 баллов,  

- выполнение аудиторных контрольных работ – 40 баллов. 

Промежуточный контроль по дисциплине включает: 

- устный опрос – 50 баллов, 

- письменная контрольная работа – 50 баллов. 
 

 

8. Перечень основной и дополнительной учебной литературы, необходимой 

для освоения дисциплины  

а) основная литература: 

1) Владимиров, Василий Сергеевич. 

Уравнения математической физики : учебник для физ.-техн. спец. вузов. / 

Владимиров, Василий Сергеевич. - 5-е доп. - М : Наука, 1988. - 512 с. : ил. ; 22 

см. - с.509-512. - ISBN 5-02-013769-Х : 1-30. 

2) Владимиров, Василий Сергеевич. 
Обобщенные функции в матетатической физике. / Владимиров, Василий Сер-

геевич. - 2-е испр, доп. - М : Наука, 1979. - 318 с. : ил. ; 22 см. - (Соврем. физ.-

техн. проблемы.). - с.310-314. 

Местонахождение: Научная библиотека ДГУ 

3) Гельфанд И.М. 

Обобщение функции и действия на ними. / И. М. Гельфанд, Г. Е. Шилов. - 

Изд. 2-е. - М. : Госизд. физ.-мат. лит-ры, 1959. - 470с. - ([Обобщенные функ-

ции]. Вып.1). 

Местонахождение: Научная библиотека ДГУ 

4) Гельфанд И.М. 

Обобщение функции и действия на ними. / И. М. Гельфанд, Г. Е. Шилов. - М. : 

Госизд. физ.-мат. лит-ры, 1958. - 439с. 

Местонахождение: Научная библиотека ДГУ 

5) Гельфанд И.М. 
Пространства основных и обобщенных функций. / И. М. Гельфанд, Г. Е. Ши-

лов. - М. : Госизд. физ.-мат. лит-ры, 1958. - 307с. 

Местонахождение: Научная библиотека ДГУ 

6) Кеч, В. 

Введение в теорию обобщённых функций с приложениями в технике / В. Кеч, 

П. Теодореску; пер. с рум. О.Е. Булгару под ред. Б.Е. Победри. - М. : Мир, 

1978. - 518 с. - Библиогр.: с. 504-507. - Предм. указ.: с. 508-514. - 60-00. 

Местонахождение: Научная библиотека ДГУ 
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б) дополнительная литература:  

7) Гольдштейн, Владимир Михайлович. 

Введение в теорию функций с обобщенными производными и квазиконформ-

ные отображения / Гольдштейн,Владимир Михайлович, Решетняк,Юрий Гри-

горьевич. - М.: Наука, 1983. - 284с. - 0-0.  

Местонахождение: Научная библиотека ДГУ 

8) Шилов Г.Е. Математический анализ. Второй спец. курс. М.: Изд. МГУ, 1984. 

Местонахождение: Научная библиотека ДГУ 

9) Владимиров В.С. и др. Сборник задач по уравнениям математической физи-

ки. М.: Наука, 1982. 

Местонахождение: Научная библиотека ДГУ 

10) Бремерман Г. 
Распределения, комплексные переменные и преобразования Фурье. : Пер с 

англ В.П. Павлова и Б.М. Степанова. / Г. Бремерман. - М. : Мир., 1968. – 276 с. 

Местонахождение: Научная библиотека ДГУ 

11) Асташова И.В. Функциональный анализ [Электронный ресурс]: учебное по-

собие/ Асташова И.В.– Электрон. текстовые данные.– М.: Евразийский откры-

тый институт, 2011.– 112 c.– Режим доступа: 

9. Перечень ресурсов информационно-телекоммуникационной сети «Интер-

нет», необходимых для освоения дисциплины. 

№ 
Название 

Электронный 

адрес 
Содержание 

1. Math.ru www.math.ru Сайт посвящён математике (и математикам. Этот сайт 

– для школьников, студентов, учителей и для всех, 

кто интересуется математикой. Тех, кого интересует 

зона роста современной науки математика. 

2. Exponenta.ru www.exponenta.r

u 
Студентам: 

- запустить установленный у Вас математический пакет, 

выбрать в списке примеров, решенных в среде этого па-

кета, подходящий и решить свою задачу по аналогии;  
 

Преподавателям: 

- использовать математические пакеты для поддерж-

ки курса лекций.  
 

Всем заинтересованным пользователям: 

1. можно ознакомиться с примерами применения 

математических пакетов в образовательном процессе. 

2. найти демо-версии популярных математических 

пакетов, электронные книги и свободно распространя-

емые программы. 

 

 

3. Математика www.mathematic

s.ru 

учебный материал по различным разделам математи-

ки – алгебра, планиметрия, стереометрия, функции, 

графики и другие. 



23 

 

 

10. Методические указания для обучающихся по освоению дисциплины. 

Язык обобщенных функций (или распределений, как их еще называют в литера-

туре) является основным языком многих современных направлений математики. 

Дисциплина «Обобщенные функции» способствует выработке этого языка у бу-

дущих бакалавров. Поэтому творческое овладение этой дисциплиной особенно 

важно для тех, кто собирается продолжить учебу в магистратуре и аспирантуре по 

различным направлениям. Специфика дисциплины состоит в том, что здесь под-

вергаются пересмотру такие базовые понятия классического анализа, как предел, 

производная и др. Обобщение этих понятий не только расширяет круг решаемых 

задач, но и значительно упрощает решение этих задач, автоматизируя многие ма-

тематические операции. 

Систематическое изложение научных материалов, освещение главных тем данной 

дисциплины проводится в ходе лекционного курса. Изучение теоретического кур-

са выполняется самостоятельно каждым студентом по итогам каждой из лекций, 

используя конспект (электронный) лекций, учебники, представленные в разделе 8 

«Перечень основной и дополнительной учебной литературы, необходимой для 

освоения дисциплины», результаты контролируются преподавателем на практи-

ческих занятиях.  

Если возникают вопросы, следует обратиться на кафедру к преподавателю, со-

гласно графику консультаций ведущего преподавателя. Обращаясь за консульта-

цией, необходимо указать, каким учебником пользовались и какой раздел, глава, 

параграф вам не понятен. 

Решения задач и самостоятельные работы по заданию (индивидуальному, где тре-

буется) преподавателя сдаются в конце каждой зачетной единицы. 

Для сдачи зачетной единицы «Дифференциальные уравнения в пространстве 

обобщенных функций» необходимо проанализировать лекционный материал с 

использованием источников литературы, предварительно повторить темы «Диф-

ференциальные уравнения высокого порядка» и «Системы линейных дифферен-

циальных уравнений». 

4. Российское об-

разование. 

www.edu.ru федеральный образовательный портал: учреждения, 

программы, стандарты, ВУЗы, тесты ЕГЭ. 

5. Электронные 

каталоги Науч-

ной библиотеки 

ДГУ 

http://elib.dgu.ru, 

http://edu.icc.dgu.

ru 

 

6. Общероссий-

ский математи-

ческий портал 

(Math-Net.Ru)  

www.mathnet.ru Портал, предоставляет различные возможности в по-

иске информации о математической жизни в России 

Портал содержит разделы: журналы, видеотека, биб-

лиотека, персоналии, организации, конференции. 
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Для подготовки к практическим занятиям нужно изучить соответствующий тео-

ретический материал из следующих литературных источников, рекомендованных 

в п. 8: [1], [2], [4], [5]. 

Решать задачи и упражнения из учебных пособий и задачников: [1], [5], [6]. 

11. Перечень информационных технологий, используемых при осуществле-

нии образовательного процесса по дисциплине, включая перечень про-

граммного обеспечения и информационных справочных систем. 

Для осуществления образовательного процесса по дисциплине: «Обобщенные 

функции» необходимы: 

Системное программное обеспечение: OC Windows 7/8/10; 

Прикладное программное обеспечение: MSOffice 2007/2010/2013; 

Сетевые приложения: электронная почта, поисковые системы Google, Yandex. 

12. Описание материально-технической базы, необходимой для осуществле-

ния образовательного процесса по дисциплине. 

Для проведения лекционных и практических занятий по дисциплине необходима 

аудитория на 20-25 мест, оборудованная ноутбуком, экраном и цифровым проек-

тором. 

Университет обладает достаточной базой аудиторий для проведения всех видов 

занятий, предусмотренных образовательной программой дисциплины «Обобщен-

ные функции». Кроме того, на факультете 4 компьютерных класса и 4 учебных 

класса, оснащенных компьютерами с соответствующим программным обеспече-

нием и мультимедиа-проекторами. 

В университете имеется необходимый комплект лицензионного программного 

обеспечения. 

 


